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DIPFÉILENTIÂTION D^UIÎS IRTÉGRALE DÉFINIE PAU RAPPORT 

▲ SES LIMITES. 

443. On sait qu'étani donnée une fonction quelconque 
dex,y*(x), il existe toujours une autre fonction 9 (.r) 
telle que l'on ait 

et que Fîntégrale générale Aef(x) dx est alors représentée 
par 

c étant une constante arbitraire. 

Désignons par u l'intégrale ài^ f{x)dx ^ prise entre 
deux limites a et £ -, on aura 

U. I 



4.: 



3 COL'mS D ANALYSE. 

L*intégrale définie u ne dépend plus de x, mais elle ^^ 
une fonclion des limites a et 6, et Ton peut se propo3<^ 
de la diiTérenlier par rapport à Tune ou à Vautre de c 
limites. On y parvient aisément sans eflectuer Tinlégr 
tion. En effet, de Tégalité 

on déduit 

du du 



et puisque ç ' (x) =f[x) , 



(0 



rf^ 



du 



^.=-^('')' 56=^(*) 



444. Si a et 6 sont des fonctions d'une certaine va- 
riable t^ indépendante de x, en désignant par du la dif- 
férentielle totale de u considérée comme fonction de 1 
variable indépendante f , on aura (I, 40) [*] 

du du 

du = ~-da -}-—rdb, 
dn dh 

et, par conséquent, 

du =r — /(«) da -^f[h) db. 

On <^tiendra ensuite du en fonction de / en remplaçant 
dans cette formule, a, ^, e/a, db ^ par leurs valeurs eu 
fonction de t, 

INTERPRÉTATlOIf GÉOMÉTRIQUE. 

4i5. Soit 

Téquation en coordonnées rec-» 
F tangulaîres de la courbe CD' : 

l'intégrale définie 

a = I f{x) dan 
J a 







C c: 



A A' 




B R' ^ 



[*] (ï, 40Jindiqne un renvoi an n" fJd du premier volume. Les ren- 
vois au second volume seront siniplcnicnl indiqués par le numéro du 
parajîraphe. 
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représente l'aire ABCD. Donnons aux limites a et b les 
accroissements infiniment petits 

on aura 

A'C'D'B'=a-H^« 

et rf« = — AA'CC'H-BB'DD'. 

Or on peut remplacer AA'CC et BB'DD'par les rec- 
tangles ACEA' et BDFB' qui n'en diâièrent que de quan- 
tités infiniment petites du second ordre (I, 194) -, on aura 

donc 

AA'œ=f{a)da, DBB'D' =/(6}riA, 

^^ 5 par suite^ 

dk = '-f{a)iia-j-/{b)fib. 

DX^FÉRENTIATION d'uKE INTÉGRALE DÉFINIE PAR RAPPORT 

A UN PARAMÈTRE VARIABLE. 

^446. Supposons que la fonction placée sous le signe i 
^^'^Jende d'une variable f , autre que x, et soit 



"=X 



b 

(.r, t) dx. 



Si les limites a et è sont indépendantes de / , on aura , 
^*> donnant à t raccroissemcnt A^, 

d'où A« = I /(jr, t-i- àt)dX'-' I /(^, t) d.r. 



= f [/^'^» ' -^ ^0— /(*»0]<^-^; 



par suite 



^^ ^ Ja 






et, si Ton fait décroître indéfiniment Af, on aura à la 

I . 



4 

limite 

(2) 
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b 



du _ r''tif(x,t) 






dt 



dx. 



447. Quand aetb dépendcMit de t, du désignant la diffé- 

... , . du du du -. -t , » , .11 

rentielle totale de u. et -r-» -779 -7- J^^* dérivées partielles 

da do de * 

de cette fonction , on a 

du , du ., du . 

du •= -^da + -77^'^ -H -r de : 
da dh de 

mais (443, 446) 

du ^, . du du C^ df 

donc 

du = —/{aye)da-^/{h,e)db-hdtl J- dx. 

Ja de 

INTERFRÉTATION GÉOMÉTRIQUE. 

448. Soit CD la courbe dont Téquation est, en coor- 

F»^. i«5. données rectangulaires, 

X:=/{x,e), 

» 

Sî OA = a , OB = A , on aura 
nz= j /{x, t) dx =z Rive MiCD. 




%,'a 



Donnons à i raccroissement 
iniiniment pelit /// : a et b qui sont des fonctions de t re- 
çoivent des accroissements AA^=da, BB'=*<t?A. En même 
temps la courbe CD se change en une antre courbe EH 
infiniment voisine, et l'on a ' 



u -{- du 



£h-+-dh 
.... 4- dû 



f{x, t 4- de) d.r ~ aire A' GUB' ; 



Mais aire A'GaB' = AEFR — AEGA' -h BFHB', 

donc du = A'GHB' — ACDB 

=r ( AEFB — ACDB) - AEG A' 4- BFHB', 
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ou^ eu négligeant des infiniment petits du second ordre, 

^f(a,t)da^f[b,t)db, 
^i enfin 

DIFFÈRE» IIÀTION D^UNE INTÉGRALB INDÉFINIE PAR RAPPORT 

A UN PARAMÈTRE VARIABLE. 

449. Soit II Pintëgrale indéfinie de f(x^ t) dx^ dans 
laquelle t désigne un paramètre variable qui ne dépend 
pas de j:^ on peut, sans rien ôter n la généralité de cette 
intégrale, Técrire sous la forme 



n—'j f(x,t)dx ^^[t), 



"^[t] étant une fonction arbitraire de t, Différeutions 
maintenant par rapport à ^, en supposant que t ne dé- 
pende pas de a : nous aurons ( 446) 

df{.v,t) 



dn_ r 



dx-h'^'(t)} 



de 

mais comme ^'(<) est une constante par rapport à x, le 

d/ 
second membre revient à l'intégrale indéfinie de ~ dx^ et 

Ton peut écrire 

dn_ f ^(j?, ^^ 



dn_ Ç df[x, 
di'^ J dt 



?c' signe 



Ainsi j ponr dijj'êrentier une intégrale indéfinie par 
rapport à un paramètre variable^ il sujfit de différen- 
cier, par rapport à ce paramètre y la Jonction pincée sous 

/• 

INTÉGRATION SOUS LK SIGNE. 

450. Si Ton muliiplio par dy riiilcgiale définie 

h 

/(.r,/)r/.r, 



/ 
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Ut que l'on iiilï-gic eiisuilu par rapjiorl 



/-P 



Or je dis que l'oii peut intervertir l'ordre des înlégia- 
tions, r'est-à-dire que l'on aura la funiiulc 

En eirct, oii a (449) 

donc, eu intégrant les deux raembresde cette équation par 
rapport à y, il en résultera 

£ 'ifj/(x,jr)d.r = jdf£ /{x,j)d. 

et, si l'on prend pour limites de y les constantes c et i/, 

£'d^£ f{.r,:yUly=£ dy £ f{:c,y)dx. 

4SI, L'interprétaiion géométrique de cette formule est 
facile; car ses deux membres lepréseutent paiement le 
mg. .oG. volume AjîCDA'H'C'D' com- 

pris entre la surface qui a pour 
ëquaiiou s=/(x,j), le plan 
des .ry et les quatre plans qui ont 
pour équations 



't 


ï 




/ 


7 


'.' 
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DÉTERMIIfATlON DE l'iNTÉGRÀLE 



7C 

3 






^152. On peut déterminer une intégrale définie quand 
on. connait Tintégrale indéfinie ; mais il y a souvent des 
^i mplifications. Ainsi , (|uaud on a 

j/ix) djc-r^ (x) H- f-^ [x) dx, 
il en résulte 

Jf%b r%b 

I f{x)dxz=zff[b) — <p («)-!- I ^{x)dxy 
a %J a 

et si i/{jx) est plus simple que /'(x) , l'intégrale cher- 
clx^ sera ramenée par cette formule à une intégrale plus 
si ïxiple. 

Soit, par exemple, l'intégrale 

TT 

• M^ = I sin"j:rfjr. 

^ix intégrant par parties, on a 
isin"a:rfx=r I sin"~'ar.//( — cos x) 

JT H- ( « — I ) I sin"~' .r ces' x d,r ; 
*>ubien, en remplaçant cos'jr par i — sin*a', 
/sin".^. = - sin-xcos. + (« -,)/sin" ^.^. 

-(„-.)/sin»xMr. 



= — sm""' x cos 



Delà 



ou lire 



rsiTi".r//x= sin'*~'.îrcosx -f / sin"~'a-rAr. 

f 

Intégrons maintenant entre les limites u et - et observons 
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que le pfemiei terme da second membre s'annule a 
deux limites, n étant plus grand que i. il tiendra 

if — I 

(I i»,=r «^^ 

m 

n pair : nous aorons soccessÎTement 

n— 3 

if — 1 



* — 4 



I 



=r-=5- 



Si Ton ninltiplie toutes ces équations membre 
membre, il vient 

ir I 3 5 /f — I 

^ ' 2 a 4 6 il 

En changeant /s en /s + 1 dans la formule (i), on aun 



K ensuite 









il 






Il . . 










«1—., 


"■4-1 


/l 


H- 


I 






il 


_ 


2 




Wi—i 


'— 








tf— s, 


il 




I 






il 


«^ 


4 




«—3 


• • 


il 

• • 


• • 


3 

• • 


• « • • 



a3=^«i» 



"'^r*' 



sin xdx =r I . 



En multipliant toutes ces équations membre à membre 
oti aura 

/o 2 4 6 /ï 

\ô} "«+»^=î's*r ; — 

' 6 5 *] n -^ i 



1^ 
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453. La formule (i) ne peut plus servir à la détermi- 
nation de ii^ -quand n- n'est plus un nombre entier; 
mais on peut l'employer à réduire cet indice au-des- 
sous de Tunité. Dans tous les cas, en faisant/ = sinj:, 
l'intégrale 



X 



sin'^x djc 



se ramène à la suivante 



X 



:=^ » 



4^î est algébrique. 

FORMULE DE WALLIS. 

^*o4. On peut déduire de ces formules la valeur de - 
* 2 

^^Primée par un produit d'une infinité de facteurs. En 

^"et , puisque sin x est moindre que l'unité, on a 

sin^-r^ sin"+'j: 

P^Ur toutes les valeurs de x comprises entre o et -; 
^^ïic on a 

X sin" xfix'^ I '*sin"-^'xe/.r, 
^'est-à-dire 

Delà, et des formules (i) et (3) trouvées plus haut (452), 
^îi tire 

ir il 2 4 4 '' '' 



2 i335 n — i/i-fi 
^n aura de même 



lO COtr.3 D ANALYSE. 

OU bien 



• « • > 



1 i335 n — i/t-i-i«-hi 

f)on(' si Ton pose 

I 3 3 5 n — I /i -H I 
on aura 

->A il -<A. =A iH ). 

2 2 /i -h I \ /«-H I / 

Il ru résulle que 

- = a;i -+- a), 

2 ^ 

a élant uuc quantité plus petite que ^ et comme 

ceri est vrai , quelque grand que soit n, on aura , en su[>- 
posant « == oc , 

r 2244^ 

— - "" » — • — • — • «• • • • • 

2 I 3 3 5 5 
dette formule remarquable a été découverte par Wallis. 
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Suilc^ de la. délermiiMtiom des intégrales définies, — Intégrales eulérienncs 
de deuxième espèce. — Intégrales obtenues par la dififérentiation ou 
rintégration sous le signe, — par des considérations géométriques, — 
par la séparation des quantités réelles et des imaginaires, — par une 
équation différentielle. 

INTÉGRALES EULÉRIENNES DE SECONDE ESPÈCE. 

H5o. On donne le nom dî^ intégrale eulérienne fie se- 
coude espèce à Tînlégrale dé&nie 



'■'=/" 



T{n)= I .T^-'C'dx, 

L'exposant de x doit être supposé positif^ car si n était 
«•gai au nombre négatif — /?, l'intégrale considérée aurait 
une aleur infinie. En effet, on a, a étant compris entre 

oet I, 

Ja -^'-^^ Ja *' ^ ^' «' 

II... r * 

or pour a = o^ - 1 - est infini : Tintégrale i c^x^f'^^ix 
est donc infinie, et il en est de mêm€, à fortiori, de l'inté- 



grale I 



00 

x"^'^ e'"" dx , 



f 



3^e~* d.r. =. — .r"^""* -\- n l e~'*jc'*~^ dx. 



456. L'intégrale F (« +i) peut se ramener à Y {h). 
En intégrant par parties , on a 

r 

Or x" e""^ s'annule pour x = o et aussi pour .c = oo . 
Kn eflet , puisque 

X x^ 

e* = I H h ... H . -j- . . . , 

? I . . . / 

on a, (jiicl que soit /, 



I 2.3.../' 
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par cons<k|iu*ut 



I .2 



Or, quand on prend i > n , ce qui est évidemmeni per- 
mis, le second membre devient oo pour x = oo . Donc 
le piHxIuit .r^"c' devient aussi inflni, et par conséquent 
son inverse a:"e?~' devient nul pour x = oo . 

D'après cela, si Ton intègre entre les limites o et oo , 
on aura 

o Jo 

ou r(/i 4-i)= /ir(/<). 

457. On aura de même 

r{/i) = (/»-i)r(/i-.i), r(/i-2) = (/i- i)r(/i- 2), 

cl si n est entier, on arrivera à 

r(2) = ir(i), 

r(i)= / e-'djc = 1. 

Par conséquent, on aura pour n en lier et positif 

^ r(/i) = 1 .2.3. :. (/i — i). 

Si 71, sans être entier, est plus grand que i , la formule 

r[n)=:{n^ i)r(/i~i) 

permettra de réduire Tinlégrale F (n) à l'intégrale F (v), 
dans laquelle v désigne un nombre positif moindre que i ^ 
de sorte que pour calculer la fonction F (^/) il suffit d'a- 
voir les valeurs de cette fonction pour les valeurs de l'in- 
dice n comprises entre o et i . 

458. L'intégrale F (w) peut prendre une autre forme . 
en posant e~'= y^ on a 

y y 
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'■""=X'('jr*- 



ou 

INTÉGRALES QUI SB DÉDUISENT D^UNE INTÉGRALE CONNUE 
PAR LA DIFFÉRENTIATION SOrS LE SIGNE. 

459. La diflerentiation sous le signe permet de déduire 
d^une ÎDt^rale définie connue de nouvelles intégrales. 
En voici quelques exemples : 

r fix Tz j^ 

Différentions n fois par rapport à a : il en résulte 



X 



*I.2.3.../Î ï 3 5 2 /î — I I TT 

O (x»4-«)*^' 2 2 2 2 ^«4-1 2 



et, par suite, 

f°° dx i.3.5...(2/î — i) ir 
(x'-f-a)"-^' ~" 2. 4. 6... 2/1 ' ç> ^-+ i 






Si l'on difierentie les deux membres de cette égalité n — 1 
fois par rapport à a, on aura 



f 



^-"x*-'//x = 1.2.3. ..(/î -^ i)<|-", 
ou bien 



Jo ' «" 



^-HW j.«-l ^j. __ 



__r(/i) 



460. Ce dernier résultat subsiste quand on remplace la 

quantité réelle a par Texpression imaginaire a + b \l — i, 
dans laquelle la partie réelle a est positive. 
En effet , on a 



r 



/7 -h ^ ^ I 



— e^' (ces bx — v( — I sin b.r) 

a-h b v^^ 



^> 



la CO0R8 ^^fSt. 

par conséquc^ut ,,«•*' 

Or, quand on pr .' . ^ v 

mis, le second ..r^<'^ ég^v. n~^ f^is pnr 

le produit .r""* ^^/V 

son inverse x^i , ^/^ i^^^^^/i ^ , ) 



D'après cclï , ' ' ,,^'A= "^T^^TT^^T^T ' 



on aura 



:/ 



^nle du n" 459 étendue au cas on 



OU . V^,,/(? fournira d'autres intégrales, au 

i57 Oi - '^•^ ^>'* *^^'* quantités réelles et d(;s iniagi- 

. • . /r,7:rr) = p(cosO-|- v^— I sinO), 

et SI n es- <. .n f ^^ ^ /» 



-^>'' 



cosO = — ==> sinO = 



j^ation devient 
Parer y^J^ _ 

/ / e-^* (cos bj: — v^ I sin bx) x"-' r/.r 

pe fron qui ^^ partage en deux autres : 
df '^ r* . 1^ / !'('') . 

, I 6'-*' j:"-' siii bxdr =:^ —^-^ sin /î G , 



r 






Notre démonstration suppose que // est un nombre en- 
tier^ mais ces formules subsistent quel ([ue soit //. 

IHTÉGIIALKS DÉDUITES d'aUTAES INTÉGRALES Ai; MOYEN DE 

l' INTÉGRATION SOIS LE SIGNE. 

■iGâ. T/intégration des intégrales définies par rapport 
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aux constantes <|u'cllcs renft^rnient fournit encore de 
uvelles intégrales. Ainsi, soit 



J/»30 



CCS bxHjc = 7- > 



intégrale qui se déduit de la dernière formule (461) en 
faisant // = i . Il en résulte, c étant une constante moindre 



([lie a, 



Je Jo Je ^' H- ^^' 



Mai 



iviais 



I (ia I e-''cosbxdx= I d.r I r"" cos hx da 

Je Jo Jo Je 



-i 



» g— ex f,—ttX 

cos b.r fix ; 



.r 



d'un autre côté, 



Do 



ne 

cos Oxax = - I — 7-' 

X a c* -4- 6' 

463. Si Ton fait i = o, on a 



X 



X 



r/.r =: l - . 

.r r 



Oii obtiendrait encore ce résultat en intégrant relative- 
ment à rt, entre les limites c et «, les deux membres de la 
formule 

I 






a 



464. Par le même procédé, de la formule 



X 



6'~"' sin fc>.r (h- = 



«' -h ^''' 



\ 
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c't, par conséquent, 

foc 
a -h ^v/— I 
Si maintenant on diflTérentic cette ëgalîlé n — i fois par 



rapport a r?, on aura 

e 



f 



f ^Lj~~i\, . . I.2.3...(/I — l) 



ce qui est la dernière formule du n° 459 étendue au cas où 
a est imaginaire. 

461. Cette formule fournira d'autres intégrales, au 
moyen de la séparation des quantités réelles et des imagi- 
naires. Posons 

(fl -\- b^ — i) = p(cos6 H- ^ — I sinô), 
c'est-à-dire 

/ r" * û . b 

p=: ^a^-^ b\ cos Q — y sin$ = 



V^fl'-h b^ ^a^-h b^ 

la dernière équation devient 

6'-*' (ces bx — y—- I sin bx) x"-' dx 



X 



r(/i)/ ^ / — . ^N 

= — i — ' [cas nB — y — i sin /t j, 
équation qui se partage en deux autres : 



Éf-«*j:'«— 'siii bxdx =• —^ — sin/iO, 



Jo P' 



i 



•'^ r(n) 



Notre démonstration suppose que n est un nombre en- 
tier; mais ces formules subsistent quel que soit //. 

INTÉGRALES DÉDUITES d' AUTRES INTÉGRALES \V MOYEN DE 

l'intégration SOLS LE SIGNE. 

462. L'intégration des intégrales définies par rapport 
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aux coiislaiites (|u'elles renferment fournit encoie île 
nouvelles intégrales. Ainsi, soit 

I e"^' cos oxa.T = 7- 9 

intégrale qui se déduit de la dernière formule (461) en 
faisant /» = i . II en résulte, c étant une constante moindre 
((ue a. 

Je X Je ^'-^ ^'' 

Mais 

</i!i I e-^ COS (txdx= l d.r I r"" cos h.T da 

Jo Jo Je 



=X 



» ^-cx __ f.-ax 



;r 



COS ^.r r/x ; 



d'un autre côté, 

Jf " afin _ I fl'-h ^' 

Donc 

X 



cos o.r rt.r = - l j- . 

•r a r* -r- ù* 

463. Si l'on fait i = o, on a 



X 



a.r == 1 - . 

.r r 



On obtiendrait encore ce résultat en intégrant relative- 
ment à n, entre les limites c et «, les deux membres de la 
formule 



1 1\ 



I 



.,'(> « 



464. Par le môme procédé, de la formule 

X 



00 y 

6'~*" sin b.r (ir = , 

a' -h b^ 
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on déduira 

I fia I e "imbxdx=i 1 r- 

Jc X Je «'+*' 



a c 

= «irc tang -j — arc rang t* 



Mai 



s 



[ ^« I e~"sin ^.r JLc = I //ri sin ôx c^^* «fa 
c •/o «/o «/c 



■»— sÎD ^jr dx ; 



=X ^ 

donc 



X 



* <?""" — - c""** a c 

— sin bx dx = arc tang j — arc lang -r» 



.r 



465. Sî l'on fait a=:QO,c = o,ona 



X 



°° sin ^ 






pourvu que b soit ]> o. Si Ton avait i<;o, le second mem- 
bre serait • Cette intégrale présente donc une disconti- 
nuité remarquable : constante, lorsque b varie en conser- 
vant le même signe , elle passe brusquement de à - 

lorsque i, en s'évanouissant, passe du négatif au positif. 

EMPLOI DE CONSIDÉRATIONS GÉOMÉTRIQUES POUR LA 
DÉTERMINATION DE CERTAINES INTÉGRALES DÉFINIES. 



466. L'intégrale 

=x 



00 

e' 



A= I e-''dx 



a été déterminée par M. Poisson à l'aide d'un procédé 
Irès-remarquable. Si Ton change x en y, on aura encore 



=x 



30 



erx'df. 
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*ar suite, 

lient maintenant trois axes rectangulaires Ox, O^s 

les équations d'une courbe 
située dans le plan zOx,S\ 



/ 



/ 



M^, -\ cette courbe tourne autour 

^^'^' — t~VT j~ ^^ l'axe Oz, elle engendre- 
ra une surface ayant pour 
écpiation 



P'N 



s 



intégrale double 

1 / e-'^-r'dxdy, 
o t/o 

*ésentera le quart du volume compris entre la sur- 
et le plan xQy, On peut évaluer ce volume en le par- 
ant en une infinité de tranches cylindriques dontO^ 
Taxe commun. La tranche dont les surfaces exté- 
res ont pour rayons /* et ;•-}- dr est égale à sa base 
•rfr multipliée par sa hauteur z ou c"'"* ; on a donc 



'-\L 



* 1 

ff-'"' X 2 TT rdr = Y TT ; 

4 



A = -VÇ. 



37. Un procédé analogue peut être employé pour la 
rmination d'autres intégrales. Supposons que Ton ait 
aluer 



X 



oe /»» 



dy I f[xyy)àx\ 



«/o 



e intégrale représente la portion située dans Tangle 
coordonnées positives du volume compris eAtre la 
II. 2 
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surface qui a pour équation 

Fig. io8. 



2=/('^, r) 




et le plan xOy, Décomposons 
ce volume en éléments infini- 
ment petits par des plans zOS, 
zOR menés par Taxe des z et 
par des cylindres FK^ , RS ayant 
Oz pour axe commun. Si Ton 
pose OP = r, T?Ox=0, le 
prisme infiniment petit MPQRS ayant pour base le rec- 
tangle PQRS = rdOdr^ et pour hauteur 

z=/(a?, /)=r/(rcose, rsinô), 

aura pour volume 

rd^drf[ r ces 6, r sin $). 

L'intégrale proposée pourra donc être remplacée par la 
suivante 

Jf I ^/(rcos^, rsinô)/irfÔ£/r, 
o Jo 

dont la valeur sera quelquefois plus facile à trouver. 



468. L'intégrale J 

X 



e '* dx = - VTT conduit à la sui- 

2 



vante 



00 



tf-*Vd?= v/irr. 



En etfet. 



■ 00 J — 00 Jo 

Si Ton change x en — x , on a 



''dx. 



C e-''dx= f 

J — oc %/ 



00 



I /- 



e-'* dx = - s/n ; 
2 



donc 



1 <"-'Va7 = V^TT. 

%/ — 00 



469. Plus généralement, sif{x) est une fonction paire 



TRENTE -HriTlÈME LEÇON. I9 

de x^ c'est-à-dire une fonction telle, que l'on ait identi- 
quement f{x) :^/( — x), on aura 

/(x)drz=z2, j f{x)dx. 
• oc Jo 

En eftet, 

f[x)dx= j /{x)Hx-Jr j f[x)dx. 
Mais 

r /{x)dx= r/(^x)dx:== r/(x)dxi 

•/— 00 •/o •/ o 

donc 

f /{x)dx=2 n f{x)'dx. 

On prouverait de la même manière que si /" ( j:) est une 
fonction impaire, c'est-à-dire si f[ — jr) = — f{^)^ on 
aura 



>oc 



f[x)dx = o. 

00 



470. Si , dans Tintégrale 

(i) r e-'*dx=z^, 

•/ — 00 

on remplace .r par xs[a^ on aura 

•/ — 00 yâ 

En dilférentiant cette dernière équation n fois de suite 
par rappgrt à a , on aura 

j-00 2» 

et, si Ton fait « = i, 



XOO 
ér-'Vr-" r/j: =r y^ 
-00 



r- 1.3.5. ..(?. /Z l) 



a. 
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EMPLOI DES IMAGINAIRES. 



471. En changeant a: en x + a dans l'ëquatîon (i), elle 
devient 



ou 

mais on a 



/30 

/•oo _ 

/ ^x» -iax fjjc ^ f.a* ^^ . 

*/ — oc 



• 00 •/ 00 



roo 



donc on aura 



J/^OO 
f g~xt ^^MX _|_^-2>l*) ^j. _ ^« yÇ. 



Les deux membres de cette équation peuvent être déve- 
loppés en séries convergentes, suivant les puissances 
entières et ascendantes de a, et comme l'équation a lieu 
pour toutes les valeurs réelles de a^ les coeflScîents des 
mêmes puissances de a doivent être égaux dans les deux 
membres -, d^où il suit que l'équation subsistera si l'on y 
remplace a par une expression imaginaire. En posant 

a = oc ^ — I , d'où e*"^-!- e~*'"= 2 cos2aa:, elle devient 

e"'* cos 2 a jrdx =r — e~* y tt . 



i 



Ainsi le passage des quantités réelles aux imaginaires 
peut faire découvrir de nouvelles intégrales, (îbmnie on 
l'a déjà remarqué au n^ 460. 

INTÉGRALE OBTENtlE A l'aiDE d'uNE ÉQUATION 

DIFFÉRENTIELLE. 

47î2. Un autre procédé consiste à former, entre l'inlé- 
gralc proposée et Tune des indéterminées qu'elle ren- 
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ferme, uop équaliou diilérenlielle qu'on, puisse intégrer. 
Soi t , jiar exemple , 



On 



tf~''cos2aa://x. 



du f*^ C^ 

-— = — f siD2aj:.6'"~'*2x^ = J sin2ax.rf.<?-'' 



En intégrant par parties et en observant que sin 2 « x.e 
osi nulle aux deux limites, on aura 



,—•*■ 



w« _ / 


'» 00 




t'"~''cos 2 « X . 2 a r/jT , 


//a"" /, 


V 



-, ^ ^, du du 

<* est-a«aire -7"= — 2aii, on — = — 2aaa; 

//a « 

Pour déterminer c , ou fait a = o : alors 

«""*' dx = — VTT = c : 



<lonc 

tf~*' cos 2ot.xdx = 

2 



i 



tf~*'cos2 aar</x = - e **' v^. 
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Suite de la détermination des intégrales définies : méthode de BI. Cauchy. — 
Formule fondamentale. — Applications. — Développements en série. 
Intégrales eulériennes. — Définition. — PropriéU'îs des intégrales de 
première espèce. — Relations entre les intégrales eulériennes. — Inté- 
grales multiples qui s'expriment à l'aide des fonctions F. — Applications 
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MÉTHODE DE M. CAUCHY. FORMULE FOWDAMEMTALE. 

473. Soient z une variable imaginaire, r son module et 
p son argument, en sorte qu'on ait 

z = r{cosp H- ^ — I sïnp) = reP^~\ 

Soientjr(z) une fonction de z qui reste finie et continue, 
ainsi que sa dérivée, pour toute valeur de z dont le mo- 
dule r est inférieur à une certaine limite R. Supposons, 
en outre , qu'en laissant le module constant et en faisant 
croître l'angle p d'une manière continue depuis une 
valeur quelconque a jusqu'à la valeur a -h 27r , la fonc- 
tion reprenne, pour/? i= a 4- ait, la valeur qu'elle avait 
pour p = a. Cette condition , que M. Cauchy omet dans 
ses énoncés, mais qu'il suppose dai>s ses démonstrations , 
n'est pas toujours remplie quand la fonction f{z) a 
plusieurs valeurs différentes pour une même valeur de z. 
On ne considère ici qu'une des valeurs de f[z) et la va- 
leur correspondante de sa dérivée. 
Cela posé , je dis qu'o/* a la formule 

(I) /(o) = -^ / f{z)dp. 



OU 



. /»a-4-27r 



potir tout module r moindre que R. 

En efïct, z étant une fonction de /• et de /?, si l'on dif- 
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{mmie/ {z) tour à tour par rapport à r et à /?, on aura 

cl ,■ par couséqaent , 

d/(z) I. d/{z) 

Comme, par hypothèse, /'(-z) reste finie et continue pour 
toute valeur de z dont le module est moindre que R> la 
même propriété appartient aux deux membres de cette 
dernière équation. En les multipliant par dr . dp^ et les 
intégrant par rapport à r depuis o jusqu'à r, et par rap- 
port à p depuis a jusqu'à a -h 2 tt, on a 

or on a Ç' -^-^^ dr=/{z) -/(o), 

«t puisque 

J^.//>=/(3)=/(rr^^-), 



on a 



•/a 



^Zlf) ^^ =/[^^fa+27r)/r; j __y.(^^av'ri). 



Mais le second membre est nul par hypothèse ) par conse- 
<|ueut 



Jr»' dr n 



— >-' dp = o, 
dp 



J^»a -I _»7r /^a -i j 71 

y. »/a 
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ou 

ce qu'il fallait démontrer. 

474. Si f(z) eif^(z) restem finies et continues pour 
toutes les valeurs de z dont le module est compris entre 
r et /5, en appelant f la valeur de z qui a p pour module; 
on aura 

/ f[z)dp= l f[l)dp: 

ainsi la valeur de // {z) dp est indépendante du mo- 
dule r, ce qu'on vérifie en difTérentiant. 

475, En faisant a = o dans la formule (I), ou aura * 



(W) 



/{o) = ^£''f{reP'-']d,,, 



et si l'on fait ensuite a =i — 2 7r et que Ton change /f eu 
— py on aura 

476. En remplaçant f(z) par f (a:-f-//) dans la for- 
mule (I), on en déduit 

car on a J(o) =f (x). Ainsi une fonction f (x) d'une va- 
riable cr, réelle ou imaginaire, peut être représentée par 
une intégrale définie, pourvu que f {x -+- re^^"^) reste 
finie et continue ainsi que sa dérivée pour la valeur attri- 
buée à r et pour toute valeur moindre, cl que cette fonc- 
tion reprenne la même valeur quand p augmente de 2 7t. 

APPLÎCATIOJNS. 

477. Les formules précédentes donnent les valeurs d'une 
classe nombreuse d'intégrales définies. Prenons d'abord 
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Celte foiicUon et sa dérivée devieniienl infiiiies pour z = i , 
varleur dont le module est /* = ! ^ mais elles sont finies et 
continues pour toute valeur nioindie atlribuéc^ au mo- 
dule. On peut donc appliquer la formule (II) qui donne, 
pour /• < I , . • 



OU 

*'ir. dp 



Jn'i 7: ftp 

Q I — rcos/y — y — I rsin/^, 

C'"^ {i — rcos/?-f-v/ — i rsmp) 



dp, 
1 — 2 rcosp -4- r^ 



et, en séparant les parties réelles et les imaginaires , 

• 27r 



JC" (i — rcosp) dp 

I -^ '—i—L- = 2 7r, 

Q 1 — 2rcos/;-f-r' 

i 



o 

27r 



s\np dp 

— :o. 



I — 2 rcosp 4- /-' 

Celte dernière formule est d'ailleurs évidente, puis([ne 
les éléments de l'intégrale correspondent à des valeurs 
de^ dont la somme est 27:, sont égaux et de signes con- 
traires. 

478. On trouve directement la formule (i) en obser- 
vant que la fonction peut être développée en une 

série convergente quand le module dij z est moindre que 
l'unité. On a, en elï'et, dans ce cas. 



= 1 -h z -h z' -f- z^ -f . . , 



d où résulte la série convergente 



/ 73:7 == / '^P-^ / ''0^-^ / 2V/. -4-... 
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X37r 
dp = 27r, 

ot, d'ailleurs, pour tout exposant positif diilëi-eut de zéro, 

o Jo 

J/^2 7r dp 
I 7377 — ^^• 



479. Faisons dans la formule (ll)/(z) = e"*. Cette fonc- 
tion, ainsi que sa dérivée, est finie et continue pour toute 
valeur de z et n'a qu'une seule valeur. On a donc, quel 

que soit'le module r, 

d'où Ton tire, en faisant av = & et en séparant les quan- 
tités réelles d'avec les imaginaires, 

J/»27r 
I tf*«^®«/'cos(^ Sin/^) r//? = 27r, 
o 

J/»2îr 
I c*^'»*''sin(é> ûi\p)dp = o. 


480. Soit encore 

I 



/(*) = !(.-*), d'où /'(z)=- 



I — S 

La fonction et sa dérivée deviennent infinies pour la 
valeur z = i dont le module çst i . 11 faut donc , dans la 
formule(n)^ supposer r<^ï . D'ailleurs en faisant croître ;9 
d'une manière continue depuis une valeur quelconque a, 
jusqu'à la valeur a -+- 2 7r, la fonction 1 (i — z) repren- 
dra pour ^ = a -4- 2 7r la valeur qu'elle avait pour p = a» 

En effet, posons 

I — z = (j (cosô -f- V^ — i sin ô), 
p clO scronl déterminés par k\s éfjualions 

p cos =: i — r tos/^, p sin 9 = — r sin/> ; 
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on en déduit 

• 'p = H- v^i — 2 r Qo%p -¥■ r', 

I — rcosi? . ^ — rsxnp 

y^i — 2 r cosp H- /* yi — 2rcos/>-f-r' 

On connaît donc cosd et sind en fonction de p. Si Ton 
donne à p uiie première valeur arbitraire a , on a , par ces 
formules, la valeur de cosd et celle de sind auxquelles 
correspondent une infinité de valeurs de Tare 0, Choi- 
sissons â volonté une de ces valeurs que nous désignerons 
par 6. En faisant croître p d'une manière continue depuis 
«jusqu'à a -h 2 TU, les valeurs de cosO et de sinô va- 
rieront par degrés insensibles, et redeviendront, pour 
p = a -f. 2 ir , égales à leurs valeurs initiales pour p =za. 
Par conséquent , Tare B variera aussi d'une manière con- 
tinue k partir de sa valeur initiale S qui correspond à 
P=^a^ et quand /7 atteindra la limite supérieure a -+- 27r, 
9 sera revenu à sa valeur initiale S, ou bien il en diffé^ 
rera d'une ou de plusieurs circonférences. 

Mais si Ton suppose r<^ i , je dis qu'on aura 6 = 6 pour 
p = a -f- 2 ir comme pour /!? = a ^ car la formule 

I — r cosp 

C06 ô = 



^i — 2 r cosp -f- r* 



feit voir que si l'on a r <^ i , cos reste positif pour toutes 
W valeurs de p. Donc l'extrémité mobile de Tare varîav 
Ue9, mesuré à partir d'une origine fixe sur un cercle, se 
trouvera toujours dans le premier ou dans le quatrième 
quart de cercle , et puisque son sinus et son cosinus re-. 
prennent pour p = a -f- 2 tt leurs valeurs pour p =z a ^ 
l'arc 6 lui-même reprendra pour yL> = a -f- 2 7r la valeur 6 
qu'on lui avait assignée pour p = a. 
Ayant posé 

I — z=z p (cosO H- \/ — I sinO) .= pc. ^"~', 
on a l(i— z) =r Ip -*- ô\/ — I , 
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I. . ùuii.- H) Kous donne 

• •iTT 



,\j« i.v»« qui revient aux suivantes : 

/»JT 







— r sin I) , 

arc tant; =- dp = o. 

I — r cos/; 



DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS. 

481. M. Cauchy a fait servir ]a formule (1) au déve- 
loppement des fonctions en série et il en a déduit les 
conditions sous les(|ue]les (es développements sout con- 
vergents. Il est arrivé ainsi à ce théorème remarquable : 

Une fonction i''(x) d'une variable x réelle ou inia- 
ginaire peut être déi^eloppée en série coni^ergenle sui- 
i^ant les puissances entières et positiuefi de x, tant que le 
module de x est moindre que celui pour lequel la fonction 
ou sa déri\fée première dft^iant infinie ou discontinue. 

D'après ce théorème;, pour la démonslration duquel 
nous renverrons aux ouvragcîs mêmes de M. Cauchy, les 

fonctions • 

tr^f sin X , f''*, ces (i — .r-) 

ne cessant jamais d'être finies et continues , seront tou- 
jours dévcloppahles suivant les puissances ascendantes 
de .r. Mais les fonctions 

< 9 - ■> Ifi-hxi arctangx, 

(•t leurs dérivées cessant d élre continues cpiundle module 
de .r d(;vient égal à Tunité, ne seront dév<'loppables que 
si c(! module rsl moindre que; Tunilé. Les séries obtenues 
pourront devenir cl d(;viendron( en effet divergentes si le 
module de x surpasse lu ni lé. 
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I 

Enfin les fonctions Ix, e'. cos - devenant discontinues 

avec leurs dérivées pour a:= o et par conséquent lorsque 
le module de x est le plus petit possible ,' elles ne seront 
jamais développables en séries convergentes ordonnées 
suivant les puissances ascendantes de x. 

482. Les dérivées des fonctions que nous venons de 
nommer deviennent infinies et discontinues en même 
temps que ces fonctions. S'il en était toujours ainsi, on 
pourrait, dans Ténoncé du théorème général, omettre la 
condition relative à la dérivée première \ mais on n'a pas, 
à cet, égard , une certitude suffisante. 

DES INTÉGRALES EULÉRIEIÎNES. DÉFINITION. PROPRIÉ- 

TÉS DE l'intégrale DE PREMIÈRE ESPECE. 

483. On nomme intégrale eulérienne de première es- 
pèce ci Ton représente par B (p, q) l'intégrale 



f 



.r/^'(i — a:)^~'dlr, 



dans laquelle p et g désignent des nombres positifs. On 
verra, comme dans une autre occasion (455), que l'inté- 
grale précédente aurait une valeur infinie si ^ ou y était 
négatif. 

On nomme intégrale eulérienne de seconde espèce, 
l'expression déjà considérée (455, 458) 



r(/i)= / e-*x^-*dxz=z 1 (l -j r/z, 

484. L'intégrale de première espèce peut se mettre sous 
Tune des deux formes 



y 



en posant x = — - — dansle premier cas, a: = si n*ô dans 
le second. 
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48&. L^ntégralfi; de première espèce est une foncti 
symétrique de p et de ^ ; car si l'on pose j? = i — y^ o 

On a donc 

486. On peul diminuer d'une unité chacun des ex] 
sants^ et^. Car, en intégrant par parties , on a 

xP\\'-r)i'-'dx= i^ L4-C i xV{\^x)i-'{\'-x)dx 

on aura donc, en prenant pour limites o et i, 

B(/> + i,9)=^B(/;,7)-^B(;> + i,9); 

H Y 

d'où B(y.-hï,7)=:--^B(/,,^), 

on aura de même 

RELATIONS ENTRE LES INTÉGRALES DE PREMIERE ET I 

SECONDE ESPECE. 

487. Toute intégrale de première espèce peut s'exp 
mer au moyen de deux intégrales de seconde espèce. 

En effet, si dans l'intégrale F (p) on change x en j 
on aura 



(/')=2r 

«/o 



00 



'O 

o 
donc r{p)r{q) = if f €^"-r'x'9'^y^P-^dxdjr. 

Le second membre représente le volume compris en 
la surface qui a pour équation 

3 = /?-''-/\r2V-' yp-' 
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et l«s plans coordonnés; en prenant des coordonnées po- 
laires r et 6, ce volume sera encore représenté*par 



2 



Jo 



Or le premier facteur est égal à B(/?, q) (483), et le se- 
cond â r (^*-+- 9) ; on a donc 

r(/>)r(^) = B(/;,7)r(;,-f-7), 
d'où 

(0 . B(;,,,) = L(^ll(l). ' 

488. Si dans le premier membi*c de l'équation précé- 
dente on pose X = -» on aura 



X 



a 

a 



uP-' (a— .tt)ç-' du _ r(p)r{q) ^ 

d'où 

IMTÉGRALES MULTIPLES QUI s'eXPRIMENT A l'aiDE DES 

FONCTIONS r. 

489. La formule (2) est un cas particulier d'une for- 
mule plus générale au moyen de laquelle on exprime par 
des fonctions F Tintégrale multiple 



étendue à toutes les valeurs positives de j:, j^, 2 , . . . , qui 
satisfont À l'inégalité 

X -\- y -\- z -+- . . . <^ a. 

En effet, en se bornant à trois variables, pour fixer les 
idées, soit 

I xP-'dx j J-^-'dy j z"-'{a^x-^x^zy-'dz. 

. t/O J^ 
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J'intègre d'abord par rap[K)rt à 2 , et j'ai pour résultat 



{a-^x — j) 



r-4-i— I 



Multiplions par y"^'* dy et intégrons par rapport à y A^ 
puis y=o jusqu'à y = a — . x, nous aurons 

Enfin, multiplions par x^^^rix et intégrons de x=;0 
x= a, il vient 

Si dans celte formule on fait 5 = i , a = i, on aura 

l'intégrale du premier membre étaât prise pour tout" 
les valeurs positive.s de .r, y, z qui satisfont à l'inégalité 

490. De là on déduit la valeur de Tintégrale 

étendue à toutes les valeurs positives de x^y^ z pour les- 
quelles la somme (-1 -h ( t ) "h ( " ) ï^ste inférieure 
ou auplus.égale à i. Gar, en posant 

l'intégrale cherchée devient 
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avec la condition | -h >? -h Ç <] ' • Donc 

APPLICATIONS A LA RECHERCHE DES VOLUMES ET DES 

CENTRES DE GRAVITÉ. 

491 . La formule (a) permet d'obtenir le volume compris 
entre les plans coordonnés et la surface dont Tëquation est 

Par exemple , en faisant a==[3 = y=2,y[7 = y = r=i, 
l'intégrale désignée par B (490) représentera le volume V 
du j de rellîpsoïde dont les axes sont 2 a, a 6, 2 c. On aura 

donc 

^~ 8 r({-+-.)- 
^ais(486) r.(^-H.) = ?r(?) = |r(i), 
d'ailleurs (487 , 466) 

donc V = -7; — 

o 

492. Si l'on demande les coordonnées arj, j^,, Zi du cen- 
tre de gravité de ce volume , il faudra prendre la formule 

Vx, = 111 Jcdxdydz^ 

eiTon aura, en faisant a = /3 = y=2, ;7 = 2, q = r= i, 

_a^bc T(i)r(\y _7ca^bc 
Vx.--g -^^____, 

ou j:, = 3 « ; 

o 

* ., 3 3 

on trouverait de la même manière Vj = tt i, Zi = -^ c. 

o o 



II. 
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QUARANTIÈME LEÇON. 

Intégration des différentielles totales des/onctions de plusieurs variables. — 
Condition d'intégrabilité et intégration dans le cas de deux variables. 
— Extension au cas d*un nombre quelconque de yariables.— Intégration 
des équations éUfférentielles. — Équations du premier ordre. — Sépara- 
tion des variables. — Equations homogènes. — Equation» rendues ho- 
mogènes. 



CONDITION d'iNTÉGRABILITÉ DES FONCTIONS DE DEUX 

VARIABLES. 

493. Inlégrer une expression différentielle de la forme 
Méir 4- Nrf/ -h Vdz . . . , c'est chercher une fonction de 
x^y^ -z,..., dont celte expression soit la différentielle 
totale. 

Une différentielle relative à une seule variable a tou- 
jours une intégrale (I, 316)^ il n'en est pas toujours 
ainsi d'une fonction différentielle de plusieurs variables, 
et certaines conditions doivent être remplies pour qu'une 
telle expression soit la différentielle totale d'une fonction. 
En effet , si u =f[x^ ;^) , on a 

du du 

du = •-- rf,r H- — - djr, 
dx dy 

. .du . du 
d.r dy 

dy dx 

mais si l'on désigne par MrfjT -4- N<i(y la différentielle 
totale de la fonction u , on aura 

du ., du 

donc 

^ ' dy dx. 

X'exprossion Mt/r H- N<i/ ne pourra donc être intégrée si 
la dernière relation n'a pas liru. 
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494. Si cette condition est remplie, Mdx -f- ^dy sera 
la différentielle totale d'une fonction u. En d'autres ter- 
ni es > il existera une fonction u telle, que Ton ait 

du du 

En effet , cherchons , si cela est possible , une fonction 
u telle, que l'on ait 

(ï) du = Mda: + ^dx. 

La fonction cherchée devant avoirMrfx pour différentielle 
par rapport à x, sera égale à l'intégrale de Mdx aug- 
mentée d'une quantité (f(y) indépendante de x, mais 
fonction dey ; u sera donc de la forme 

u= j MdX'{-f{jr) = i^'hf(jr)y 



en posant 1^= I M^. 



Il reste à déterminer y (j) de manière que — = N. Or 
aura donc 

— di — -"' 

dff dv 

£/N __ dy _^ dx _dM 
dx dx dy dy 

On retrouve ainsi la condition 



dje dy 



3. 
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si cette condition est remplie, on aura 

et, par suite, 

(2) « = jMrfr + J(N-|:)rfr- 



EXTBHSION AU CAS DE PLUSIEUES VA&IABLES. 

495. Soit 

cest-à-dire 

du du du 

^=«' ^ = ^' ^=^' 



on aura 








du du 
dx ^ dy 


< 


< 


du du 


dy dx ' 


dz ' 


= dx' 


dz dy 


OU bien 








^"' dy^dx' 


dVL 
dz 


dP 


dy dV 

dz dy 



Telles sont les conditions que doit remplir la formule pro- 
posée pour être int^prable. 

496. Réciproquement si ces conditions sont remplies, 
je dis que la formule proposée est int^^rable. En effet, 
cbercbons une fonction u telle, que 

(i) du=zl\dx -^ "^dy -^Vdz. 

Puisque la différentielle de u, par rapport à x, doit être 
Mr/r, on aura 

u= / M//r-|-<p(r, z) = «'-|-fp(j, z), 

en posant «^ = J* Mdr, 

Maintenant il faudra que Ton ait 

du du 

dr ' dz 
c'csl-à-dîrc 

dtf do ^, dv do „ 

dy dy dz dy 
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, . fitf ^^ dv do ^ dv 

OU bien -I==N — — , _I=p.— _-. 

«T* djr dz dz 

Or -f- ^^ -f- ^^ doivent contenir qiie y et z, par hy- 
pothèse ; donc on aura 



("-i; 



= G, = G 



dx dx 

ou 

r d^_^dM dP _dM 

dx dy dx dz 

En outre, la fonction y doit satisfaire à la condition 

dx dz , 



dz " dy '' 



Oïl aura donc — ^ — - — ^^ = — ^^ 1 ou 

dz dy 

(Z\ d^_dV 

dz dy 

Si ces trois conditions (2) et (3) sont remplies, il 
existera une fonction de y et de r telle, que 

et l'on aura u = v -{-^^ 

497. La méthode que nous venons d'employer s'étend à 

un nombre quelconque de variables. En général — ^ 

est le nombre des conditions nécessaires et suffisantes 
pour l'intégrabilité d'une formule , n étant le nombre des 
variables. 

498. Exemples. 

i\ du -\-— , ^ ., 1 dx -H r, — "^—^^ — -1 dy. 



:i8 

On a 



2". 
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d^ \ . 

a = h l - -h c. 

.r — r r 



Solution : « = arc tang — h c. 

, r 

3°. (j-hs)€/a:-f-(z-Hx)</j H-(u: -hj^)r/z= du. 

Solution : u =z xy -^ xz -^ yz -^ c, 

ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. DÉFINITIONS. 

* 

499. On uomine équation différentielle du n'^""" ordre 
une relation entre une variable, une fonction de cette 
variable et les dérivées ou différentielles de divers ordres 
de cette fonction jusqu'au rt**"** ordre inclusivement. 

500. Une équation différentielle du premier ordre à 
deux variables sera donc de la forme 

dy 
En la résolvant par rapport à -^5 on aura une ou plu- 

sieurs équations de la forme 

dy 

-j-=/[Xyy) ou Mrf^4-Nrfj^ = o, 

M et N étant des fonctions connues de a: et de j^. 
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INTÉGRATlOIî DES ÉQUATIONS DU PREMIER ORDRE. 

SÉPARATION DBS VARIABLES. 

501. L'intégration s^effectue immédiatement quand les 
variables peuvent être séparées, c'est-à-dire quand il es^t 
possible de mettre Téquation sous la forme 

^(.r)dx = ^{x)dr'y 

on aura ^ 

j ^{x)dx= j ^(r)dx 

C'est ce qui arrive si Téquation est de la forme 

dy 

— = <f(xmx): 

on sépare les variables en écrivant 



C. 



ff [x)dx = 



502. Exemples. 
1°, x^dx -f-j"</j = o, 







m 4-1 


/i-f-i 


2\ 




J:'rfj=( 


y-ha) d.v; 


celte 


équation 


revient à 








dy 


dx 






y -ha 


l x^ 


On en déduit 


l(j + fl 


■)— j 


ou 




jr-+-« 


1 

c 



3". xyd.r=z{a — J^)(^' — ^)dy> 

y —h xdx 

(l ou dy = ■ — 

y a —X 

On en lire 



> 
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ÉQUATIOKS HOMOGENES. 

503. On peut encore séparer les variables lorsque Ti 
quation 

(i) M//x-f-N#/r==o 

est homogène^ c'est-à-dire quand M et N sont des fonc— - 
tions homogènes et du même degré des variables x et ^.^ 
On a , dans ce cas, m étant le degré de Thomc^énéité, 

L*équation différentielle , divisée par x^, devient donc 

(a) .(j)dlr+.}(j)rfr=o. 

Si l'on pose 

Y 

:—=: z, d'où fij' ±= xdz -f- zdx , 

Féquation (2) deviendra, en divisant par ^[f (^)+2^(2)]) 

djr -^ (z) dz 

X y (3)4-»^ (a) 
OU 

504. Exemples. 

I*». .rdy — ydx = dx ^x* -h^. 

Cette équation est homogène et du premier degré. E0 
appliquant la méthode précédente, on la ramène d'a- 
bord à 

dx dz 



e. 



X V " ■+- 2' 

d'où l'on tire, en intégrant. 



ljr = lc [z + ^'ï-j- z»\ 



ou j=== = c; 

ce qui donne, en remplaçant s par — et en faisant dis- 
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paraître le radical, 

(l) x^ = 7.cjr -f- c^ 

On parvient à Téquation différentielle que nous venons 

d'intégrer en cherchant à résou- 
dre ce problème : Trouver une 
courbe MNP tel/e, que le rayon 
vecteur OM soit égal an seg- 
ment OT compris entre Voii- 
gine et le point ou la tangente 
MT rencontre Vaxe des y. D'a- 
près l'équation ( i ) , cette pro- 
priété appartient à toutes les pa- 
raboles qui ont pour axe Taxe Oy et pour foyer le point O. 

2°. xdx -f- ydy = 2 nydx. 

On trouve 

zdz 




1 



'■^/r^ 



inz 



ou 



IxH — l(i — 2/îz-h2)-+- f 

2 * J \ — 2 /l« 



C, 



Dans le cas de n = i, on arrive à l'équation intégrale 



(j:— ^)e 



Jr— r 



c. 



3°. lydx = ^ . 

£n différentiant, on a 

j"'-^ ^i ' 

équation homogène dont l'intégrale est 
4**. (wx -h //T*) dx H- (/?:c -h <77) dy 

On a lx+ r lf±i!l£i_ = 

J m -H (« -t-/?;3 -f- 7a' 

^t l'intégration peut toujours s'achever. 



= o. 



c 
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ÉQUATIONS QUE LON PEUT RENDRE HOMOGENES. 

505. On peut quelquefois rendre homogène une équa- 
tion qui ne présente pas ce caractère. C'est ce qui arrive 
pour Téquation 

( i) (fl -f- mx 4- ny) dx -\'{b -h p.r -h qy) djr =z o. 

En posant 

on a 

II suffira, pour rendre cette équation homogène, de 

poser 

a -{-ma 4-/16 = 0, 

b -h /;a 4-76 = 0; 
d'où Ton tire 

bn — aq ap . — bm 

CL = — ■ 9 6 =r î 

mq — np mq — np 

et il restera l'équation 

(/w^ 4- /»/) ^' 4- (/?J^' 4- qr')dY' = o. 

506. Cette transformation est impossible si mq — np=^cp 

Dans ce cas, on a ^= — 5 et l'équation (1) devient 

/w (« 4- mx 4- /2j) dx 4- [m^ 4- (/wx 4- nx)p] dy z= o, 

r\ ' tt y 1 ^^ — mdx .| _^ 
Un pose wj: 4- wy = ^ ^ d ou rr^ = — : il ^ 

résulte 

(iz — mdx 

m (a -^ z) dx -{- ( bm -^ pz) = o 



n 



( bm -{- pz)dz 

et mdx Z=l i ; r— 9 

bm — an -\- (p — n) z 

équation où les variables sont séparées. 

Si , en même temps que mq — «p = o , on a ^ = o 
il faut que /i ou /? = o , et les variables se séparent immé- 
diatement. 
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507. L'équation (i) peut encore s'intégrer en posant 

a -h mx -\^ njr = u, b -^ px -|- <yj = j^ ; 

d'où 

mdx -f- ndjr = du , pdjc 4- qdy = dv. 

Les valeurs de x, y^ //r , rf^ tirées de ces équations 
et substituées dans la proposée, conduisent à une équa- 
tion homogène en i< et i^. 
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QUARANTE ET UNIÈME LEÇON. 

Suite de l'intégration des équations du premier ordre. — Équations linéaires. 
Équations qui se ramènent aux équations linéaires. — Problème de 
de Beaune. — Problème des trajectoires. — Équations du premier ordre, 
et d'un degré quelconque. — Cas où l'équation ne renferme pas les 
variables. — Cas où Téquation peut être résolue par rapport à Tune 
des variables. 



ÉQUÀTIOrfS LINÉAIRES. 

308. On appelle équation linéaire du premier ordre 
une équation de la forme 

(.) £+P^ = Q' 

dans laquelle P et Q désignent des fonctions de x. Pour 
Tîntégrer on pose 

d'où Ton tire 

On peut prendre à volonté l'un des facteurs de y : 
posons donc 

(3) g + P« = o. 

4 

L'équation ( 2) se réduit à 

(4) 4 = Q. 

L'équation (3) donne — = — T?dx, d'où 
lw = — / Prfj7, ou uz=e-S^dx^ 



W = 1 Prfj7, 



On n'ajoute pas de constante à cette intégrale parce qu'il 
suffit qu'une valeur particulière de u satisfasse à l'équa* 
tion (3). 

En remplaçant u par e~^^'^' dans l'équation (4)^ on 



QUARANTE ET UMÈMB LEÇON. \5 

lura 

— = Qe/P'', d'où z= IQeS^'^dx-^-c/ 

dœ ^ J 

;t, par conséquent , 

S09. ElLEMPLES. 

m y •=, ce"* -f- J?* — 3 a:' -f- 6x — 6. 

2^ (i +x»)^ — jrx = /?. 

ci 

p=-^=^, — Çvdx= T-:?^ = I v/rri» ; 

lonc ^ = Vi-+-x' j / — ^ j + c . 

LJ(i-Hx^)' J 

Hais / r= y - + <=i 

J (i-hx^y VU-*» 

<^nc ^ =r £ijr 4- r ^i -h x'. 

QUATIOlfS QUI SE RAMÈNEITT AUX ÉQUATIONS LINÉAIRES. 

510. On ramène aux équations linéaires les équations 
^ la forme 

^ + Pr = Qr. 

rfr 

n efîfet, si l'on posu ^^^ = z , d'où y'"f}y = dz , on 

Ura l'équation linéaire 
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511. On peut CDcore opérer directement sur l'équation 
proposée comme on Ta fait au n^ 508. Eji posant jr = uz , 
on aura 

équation qui se partage en deux, 



On en lire 



du dz 

---|-Ptf = 0, -;-=Qll»-'»*. 

dx dx 



u = erS^^, - = Q^C— )/P^d:ar. 



z'— 



= (> — «)( fQe^'^'')f^^dx-hc\, 



et enfin 

y'-" = (i — /i ) <?(«-' )/P'^ ( rQ^('->»)/P^ dlr -h c ) . 

512. On peut obtenir Tint^rale générale de Téquation 

(i) J-HPr = Qr=-hR, 

quand on en connaît une intégrale particulière. Soit u 
une fonction qui satisfasse à cette équation sans renfer- 
mer de constante arbitraire. Posons j^ = ii -h z , il vient 

du dz 
mais on a , par hypothèse, 

du 

— -hParrrQa'H-R; 

dx 

l'équation (i) se réduit donc à 

qu'on sait intégrer (510). * 

Si l'équation renfermait Une puissance de j^ supérieure 
à j', la même substitution ferait disparaître R, mais 
elle introduirait de nouvelles puissances de ^. 
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513. Exemple. L^équatiou 

!^ -f- P^ = Qj' -h 1 4- Par — Qx' 

dx 

est satisfaite par j^ = a: et se ramèDe à l'équation 

-^ -h (P — 2 Q jr) « = Qz». 
dx 

PROBLÈME DE DE BEÀUNE. 

514. Trouver une courbe telle, que la sous -tangente 
soit à r ordonnée comme une ligne constante est à là 
différence entre V ordonnée et V abscisse. 

L'équation différentielle de la courbe est 

dy y — ic 
dx a 



ou 



dy I I 

-i r = — ^* 

dx a a 



équation linéaire et du premier ordre. En appliquant la 
formule du n" 508, on trouve pour son intégrale 



Cette équation se simplifie, quand on prend pour axe des 
Fiç 110. ^' la droite qui a pour équation 

7 = 0: -4- £1, 

en conservant le même axe des j : 
les formules de transformation 
sont dans ce cas 





M 

A 


Q 


y 


/ 




y 


T 1 


• X 



r=.r'-+- 



et l'équation de la courbe devient 



v^ 



a ^ X 



X' 



VT. 



y'=zce'''f\ 



PROBLÈME DES TRAJECTOIRES. 

515. Trouver une courbe qui coupe sous un angle 



4^ CUCI.« D U»fti.TsS. 

Jonne toutes It's co^u-r^s '^enr^rmee^ cin/Lf têamaiion 



i 



F r. » . ^ = o . 



Fm . Soi«nc X. jr k» coordonnées 

> 1 da point 3i coaunan i Fnnedes 

• txirbe» AB «t à k trajectoire 
-, CD. m la Uiiçaitc de Fan^ 
•ioan*? . enfin T et T' les an^ 
'' ane les Linsentes à la courbe AB 

ec a la crajcctMre an point (x,/) 
tOQt avec Taxe de< r. on a 

uncT— tançT 



& .; 



— 

Mais urk:T'=-r-' ungT = — -j= 



donc 



/n 



Êh'iLr \ d}- dx 



OU encore 



L'élimination de a entre les équations (i) et (a) donnera 
Téquation diflerentielle du lieu. 

516. Soit, par exemple. 

j-* = ax^. 
On aura 

/ dr\ dr 

m ( /iy*~' -h apx^^ -j- j -f- ap.r^-' — /i>-'^' ^ = o. 

Kn éliminant a , après avoir multiplié la dernière par 
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X, on aura 



( dx\ 



ax 

équation homogène que l'on sait intégrer. 

En particulier, si l'on suppose /i = ^ =r i , c'est-à-dire 
si l'on demande les trajectoires des droites repi*ésentée$ 
par l'équation 

Kéquation différentielle sera 

m [xdx -h ydy) -f- ydx — xdj- = o ; 
en divisant par x^-\-y^ et intégrant, on a 

~ y 

/»l(4:'-4-^*)' =c arctang -, 
et en prenant des coordonnées polaires , 

ce 



X 



ou -^ 



Donc les courbes qui coupent «ms le même angle toutes 
les droites menées par Torigine sont des spirales logarith- 
miques ayant cette origine pour point a^mptote. 

517. Lé problème d«^.ira^ectoires se simplifie quand 
l'angle donné est droit. Dans ce cas, les trajectoires sont 
dites orthogonales. L'équation difTérentiellé s*obtient 
alors en éliminant a entre les deux équationis 

* rfF d¥ 

Y{x,y,a)^o, ^ ^JT "~ 5^ ^^ = ^• 

Ainsi dans Texemple dn n^ M6, il faut éliminer a 

entre les équations 

.dy 
y^z=i axP, ny^"^ -4- paxP-^ -— = o , 

ce qui donne l'équation 



II. 



«^+/'-y^=°' 
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dont r intégrale i¥it 

Suivant que n et /> seront de même signe ou de signes 
contraire», cette équation représentera une infinité d'el- • 
lipses ou d'hyperboles s(MnblabIes et concentriques. 

Si l'on se proposait de chercher les trajectoires orllx)- 
gonales des roiirl>4\s données par Téqualion 

on devrait évidemment retrouver les roiirbes 

dans lesquelles a serait une constante arbitraire. 

ÉQUATION DU PREMIER ORDRE ET d'uN DEGRÉ QUELCOKQtB' 

CAS OU l'équation NE CONTIENT PAS EXPLICITEMENT 

X ET y. 



518. Soit 

dr 
ou y en posant ^ == />>, 

F(-3f, .r, />) — o 
une équation différentielle du premier ordre et d'^un degré 

quelconque par rapport à —-• S'il es-l possible de la ré- 
soudre par rapport à -y-i on aura une ou plusieurs équa- 
tions du premier degré (jue Tou lâchera d'ïntégrer. 

519. Si TéqualTOii se réduit à 

et qu'on puisse la résoudre par rapport à p^ on aura 
plusicurs^ valeurs de p : 



.//. 



p-=:7.j f» = a r P = ^ y 
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de là les solutions 

comprises dans réquation unique 

{jr — OLX — «?)(/ — «'•« — <?') [y — «"-îc — c" ) . . . = o. 

On ne diminue pas la généralité de cette intégrale en 
admettant que la même constante arbitraire c entre dans 
tous les facteurs ; Téquatîon précédente peut alors s*écrire 

("-^'-")C^'-') •=- 



ou bien 



e-i-')=°' 



résultat qu'on obtiendrait encore en éliminant a entre les 
équations 

F(a)=:0, j = a:c-f-c. 

Exemple» ( — J — «'= o, 

ort aura 1 j — a' = o, 

d'où jr=±:«jr-4-r. 

ÉQUATIONS QUI NE RENFEIMENT 1»AS l'uKË ÛES VAKIABLES. 

520. Supposons maintenant que réquation dîflen^n- 
tïellc ne renferme pas jr et qu'elle soit de la forme 



{î"h- 



Si Ton peut la résoudre par rapport à — et en tirer 



on aura r =^ I / (•^) ^J>^> ^^ ^^ problème sera ramené a 



aura y =^ / f{^) ^^^ ^t "^ problème 

une quadrature?. 
Exemples, 

4. 



l". 
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On en lire 



^j=±^, 



r = ± I ^ax d.r:n±-xx ^ax -f r, 
ou (jr — cj* «0:3=0. 

On déduit de cette équation 

dy dy 

dx ' dx ' 

d'où les deux solutions 

j == «jc 4- c, j< = h c. 

2 

521. Si l'équation ne peut pas être résolue par rapport 
àp, mais qu'on la puisse résoudre par rapport à x^ on 
aura 

(0 ^'=/(p). 

d'où djr z=zpdx = pdf{p ), 

r — jP'^f^p)-^^^ 

OU 

(2) r^P/ip)— j /{P)dp'hc; 

on aura l'intégrale eu éliminant ^ entre les équations (i) 

et (2). 

522. Si Téquation différentielle ne contient pas x et 
qu'on puisse la rétoudre par rapport à y^ on aura 

y=/{p)> d^= p — T^' 

d'où .r== fClfldp-^c. 
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OAS OU l'équation peut iTEE RÉSOLUE PAR RAPPORT A 

• l'une des VARIABLES. 

523. Si Féquation contient x, y et p^ et qu'elle puisse 
s« résoudre par rapport à Tune des variables, y par exem- 
ple, en sorte que Ton ait 

ou aura 

dyo\xpdx:=z—dx-\'—dp. 

Si l'on peut intégrer cette équation, qui est du premier 
ordre et du premier degré, la relation cherchée s'obtien- 
dra en éliminant p entre l'équation intégrale et l'équation 

524. Prenons pour exemple réquatioii 

(•) , y = ^f[p) -^^{p) 

qui ne renferme xei y qu'au premier degré. On a 
pdxz=zxf'[p)dp -i- f[p) dx -h <f^ (p) dp 



dp f{p)—P f(p)—P 

équation qui donne 

En éliminant p entre les équations (i) et (a), on aura 
l'intégrale demandée. Ordinairement cette élimination 
n'est pas praticable, parce que Téquation (2) contient des 
fonctions transcendantes de;;; mais alors en donnant à p 
une suite de valeurs arbitraires, les équations (i) et (2) 
détermineront les valeurs correspondantes de x et de y. 

52S. Quand /(p)=/>, Téquation {2) devient illusoire. 
Mais dans ce cas l'équalion (i) su réduit à 

(x) y z=zpx'^^{p),^ 
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et en di fié rend a Ht par rapport à p^ on anra 

ci*oii z;^ [jr -h <p' (/?)]= o. 

Cette équation peut être satisfaite de deux manières : 
1** en posant 

dp:=zOy d'où pz=LC^ 

et, par suite, 

1^ en posant 

(?) ^-^^'{p) = ^^ 

d'où, en éliminant/; entre (a) et (y) , on aura 

[S] j- = *f(*)4-i.[f(*)], 

relation qui ne contient aucune constante arbitraire et 
qui n*est pas comprise dans la première solution 

C'esh ce que l'on nomme une solution singulière. 

*>26. Les droites représentées par l'intégrale 

j = rjr -h (p(c} 

sont tangentes à la courbe [d). En effet, si l'on prend sur 
la courbe un point {x^y) correspondant à une valeur ar- 
bitraire de /7, on a 

Donc, en donnant à p une valeur quelconque c, on 
a pour ce point de la courbe j^ = car 4- y (c) et — =: c* 
Donc la tangente en ce point est la droite qui a pour équa-^ 
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d27« Nous avons dit que la deuxième solution ne pou- 
vait pas être déduite de l'intégrale générale en donnant à 
la constante une valeur convenable. Cela suppose que 
^'{p) n'est pas constant. Si <f*{p) était ^al h une con- 
stante &, on aurait 

solution comprise dans Tintégrale gcnéiale en y fai- 
fiant c = 00 et -ï-^— ^ = b. 
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QUARANTE-DEUXIÈME LEÇON. 

Suite des équations du premier ordre. — Existence de Tintégrale .d*UDe équa- 
tion différentielle du premier ordre. — Existence d'un facteur propre kz. 
rendre intégrable le premier membre de réquation. — Déterminatior~ 
de ce facteur. 



TOUTE ÉQUÀTIOK DIFFÉRENTIELLE DU PREMIER ORD^E 
^ ADMET UlfE INTÉGRALE. 

528. Toute équation différentielle du premier ordre 

dr 

-f^ =/(x, r) ou Mdx-{-^dr z;=o 

dx 

m 

admet une intégrale contenant une constante arbitraire, 
c'est-à-dire qu'il existe toujours une équation conte- 
nant x^y et une constante arbitraire, telle qu'en la diffé- 
rentiant et éliminant la (constante, on retrouve l'équa- 
tion proposée. 

En effet ^ l'intéçration de l'équation proposée oonsiste 
à trouver une fonction de a:, désignée par y, telle, que sa 
dérivée soit égale à/* (x,y), ou, en d'autres termes, telle, 
qu en donnant à x l'accroissement infiniment petit dx^ 
l'accroissement correspondant dy soit égal k J [x^ y) dx. 
Puisque l'équation différentielle dy z=f[x,y) dx ne 
détermine que l'accroissement de y^ on peut se donner 
arbitrairement la valeur de y pour une valeur particu- 
lière de X. Si l'on prend ^^ = pour x = a^ f[ù^b)h 
sera l'accroissement infiniment petit de ^ lorsque x pas- 
sera de la valeur a à une valeur infiniment voisine a -f- h. 
En posant 

a-^h = a' et ^'=r A -+-/(«, *)^, 

f(a\ h') h sera de même l'accroissement de y lorsque x 
passera de a' à a'-t- /?. En continuant ainsi à faire croître x 
par degrés insensibles jusqu'à une valeur quelconque, 
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Péquatiou différentielle déterminjera les accroissements 
successifs de j^, de sorte que la valeur de ^ correspondant 
à chaque valeur de x sera complètement déterminée. Par 
conséquent y sera une certaine fonction de j:, et cette 
fonction dépendra nécessairement de la constante arbi- 
traire h 5 ce qu'il fallait démontrer. 

ElLISTEirCE n'uN' FACTEUR PROPRE A RENDRE DIFFÉREN- 
TIELLE EXACTE LE PREMIER MEMBRE d'uNE ÉQUATION DU 
PREMIER ORDRE. 

529. On a démontré que l'équation différeiuielle 

(1) Vidx -\' ^dy =r o 

admet toujours une intégrale contenant une^ constante 
arbitraire c. Cette équation intégrale, résolue par rapport 
à c, prendra la forme 

(2). a=r, ' 

» étant une fonction de a: et de y qui ne renferme pas c. 
On tire de l'équation (2) 

' du ^ du , ,, , dy dx 

— dx-i-j-df^io, d'où -5^ = — —. 
dx djr dx du 

dy M 

Or l'équation (i) donne ^ = — r-* On doit donc avoir 

du 

,^. dx ^\ 

dy 

Cette équation doit être identique, car s'il en était au- 
trement, elle établirait entre les variables une relation 
en vertu de laquelle y serait une fonction de^c sans con- 

•I • - • -a* TVT ^^ ^^ > 

stante arbitraire, puisque M, JN, — » — n en contiennent 

pas. Or, à cause de l'équation «= c, y doit dépendre de x 
et de la constante c. 
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L'équation (3) peut être mise sous la forme 

du du 
dx dy 

en désignant par v chacun de ces quotients. On tire de ia 

du du 

dx dy 

donc «^ = p (Mrfar -H N4r)« 

Ainsi, a existe toujours un facteur y y fonction <fcx 
et de y, propre à rendre le premier membre de V équation 
une diffefientielle exacte. Quand on saura trouver ce fac- 
teur et rintégrale *t de i^ (Mrfx -h Nrfr) , u= c sera Yitr 
tégrale cherchée. 

830. // existe une infinité de facteurs propres à rentke 
le premier membre de r équation {i) Une ^diffèrentidle 
exacte. En effet, si nous multiplions les deux membres de 
Téquation 

p (M Éir -f- Nr/j) =r. <i« , 

par une fonction quelconque de m , ç (tt) , il vient 

V(f[u)(Hdx -f- N^) :=z(f{u)duzrzdftf [u)du. 

Ainsi le premier membre de Téquation est encore une 
différentielle exacte et le facteur ^^{u) jouit de la même 
propriété que le facteur p». 

Exemple, xdjr — ydx = o. Cette équation donne 

^X dx y 

— = — 9 d OU y=icx ou — = c = u» 
y X X 

Le facteur le plus simple qui rend xdy — ydx une dit'" 
férentielle exacte est donc 3* Tout autre fî^ctetiç est de «^ 

forme ^7 g; 

y 

Ainsi <p^ ('/) = u donne le facteur -^ et l'on a 

.rydy — r'^dx . 2 r' 

x^ IX* 



x" 
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) ( li) = - donne le facteur — 

dy tix , , r 
et • — ==«^.1-; 

y X X 

ç (m) = donne le facteur —: , 

^ ' I 4- a* x' -h r' 

xdy — Yd.t , r 

et — =^ — î^— = cL arc tang -• 

••2 -t- ^«< O jj 



531 . Réciproquement tout facteur V propre à rendre 
MdxH-Ndy une différentielle exacte est de fa forme 
Vf (u). En effet, soit 

V(Mr/x-HN£/^)==r/U : 

on a «' ( M «ic 4- N dy) =: r/« ; 

V 
donc dV =1- du. 

Cette relation équivaut aux deux suivantes : 

dV_\du dV _\ du 
dx V dx djr i> dy 

Soit II = f (x^y). Si l'on tire de cette équation la va- 
leur de y en fonction de zi et de a: et qu on la porte dans 
la valeur de U , on aura 

Différentiant cette équation, il vient 

rfU _ c/+ rfa d^ 
dx du ttx dx 

rfU _ d^ du 
dy du dy 

En ayant égard aux relations (i), ces équations donnent 

d^ V d^ 
du Q dx 

-■eite dernière relation montre que x n'entre pas expli- 

'lemenl dans la fonction J*. Donc i cl ]>ar suite— ou 

* du 
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V 

- soûl des fonctions de ii cl Ton a 

V 



ou 



V 

T. = ? (") 



(2) V = Pç(«); 

ce qu'il fallait démontrer. 

532. On peut encore établir ce théorème de la manièr^^ 
suivante : 

Pour que Téquation différentielle soit satisfaite, il faui^ ^ 
que X et y varient de telle sorte, que l'on ait u = c -^ 

on aura alors du := o et par conséquent ^f U = o à caus< 

V 

de la relation rfU = - ^u. Il suit de là que U devra tou- 



jours conserver la même valeur tant que u conserver 
aussi sa valeur e, ce qui ne pourrait avoir lieu^i U étante 
mise sous la forme ^ (</, x)^x restait explicitement dans 
la fonction. 

533. Le principe sur lequel repose cette seconde dé- 
monstration peut être généralisé : u, U, q étant des jono 
lions d^un nombre quelconque de variables ^ si Von a 
d U = qdu , on aura U = f (u) ^ car çn éliminant une de 
ces variables, x par exemple, on pourrait écrire 

u = 4»(tt,j,z,...). 

Or, pour toutes les valeurs de x,j^, «,... qui conservent 
à u une valeur constante, on a Jii = o et par conséquent 
rf U = o , ce qui ne pourrait avoir lieu si j^,^ , . . . entraient 
dans la fonction ^. 

534^ Si deux facteurs V et \ rendent différentielle 
exacte M dx -H N dy, leur rapport égalé à une constante 
sera l'intégrale de Véquation 

Vidx -H Nify = o. 

V 

Car de - ou ©(if) = c 

on tire m = c\ 
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DÉTERHINATION DU FACTEUR i'. 

335. La condition nécessaire et suffisante poar que 
^ ^Mdx H- N dy) soît une différentielle exacte est 

dy dx 

ce qui revient à Téquation 

Quoique la résolutioù de cette équation soît en général 
aussi difficile que celle de la proposée, elle peut cepen- 
dant dans quelques cas servir à trouver le facteur v : 

1°. Si V ne doit dépendre que d'une seule variable, 

xpar exemple, on a ^= o, et Téquation (i) se réduit à 

dVL dm 



•(^) 



i dv dy dx 
vdx'^ N 



Par hypothèse, lé premier membre ne dépend que dcx ; 
donc on doit avoir 



dy dx 

N 



=/(^). 



Cette condition est suffisante; car si elle est remplie, on 
satisfera h Téquation (2) en prenant 

Le calcul est plus simple 31 Ton suppose N = i, c'est- 
à-dire si l'on met l'équation proposée sous la forme 
rf^4-M«/a? = o, ce qui est permis. On doit alors avoir 

:^ =/(-)= p. 

d'où M = Pjr-hQ. 
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QUARANTE-TROISIÈME LEÇON. 

Solulioru singulières des équations à deux variables^ — Comment elles se 
déduisent de l'intégrale générale. — Solutions singulières obtenues au 
moyen do facteur qui rend intégrahlele premier membre de Véquation. 
— Exemples de solutions singulières, r— La solution singulière est en 
général Tenveloppe des courbes représentées par Téquation intégrale. 



SOLUTIONS SINGULIÈRES DES ÉQUATIONS À DEUX VARIABLES. 
COMMENT ELLES SE DÉDUISENT DE L^INTÉGRALE GÉ- 
NÉRALE. 

537. Soit 

(i) Mflfx-f-Nrfr = o ou ■^z=2/(x,y) 

une équation diflférentielle et 

(2) F(x,jr,c)=0 

son intégrale. Différentions cette dernière équation par 
rapport à x ^ nous aurons 

dy 
Si Ton élimine c entre cette équation et la précédente, 

dx 
nous devons obtenir Téquation (i), ce qui exige que — 

Ty 
devienne identique â ^ quand on remplacera dans ce quo* 

tient c par sa valeur tirée de Féquation (2), et cette 
élimination devait encore conduire à une identité , lors 
même que c serait remplacée par une fonction dé x et 
de y. 

538. Cela posé, je dis que si Ton connaît l'intégrale 
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F{x^y^ c) = o d'une équation différentielle, on peut dé- 
terminer les solutions singulières de cette équation. 
Soit 

(4) ?('»^»7) = o 

une solution singulière, c'est-à-dire une équation qui 
satisfasse à Féquation (i), mais qui ne puisse se déduire 
de l'intégrale générale en attribuant à la constante une 
valeur particulière. On pourra faire rentrer l'équation . 
<f ^^Xyy) = o dans cette intégrale, en y remplaçant c par 
une fonction convenable , car il suffit de poser 

d'où Ton déduit la valeur de c en fonction de x et dey. 
Cette valeur étant déterminée, si l'on différentie l'équa- 
tion (2) par rapport à a:, on aura 

dF dF dy dF dc^_ 
dx dy dx de dx ' 



doù 


l'on 


tire 




dF 


dF 




i A% \. 






dy 


dx 


de 


de 


(b) 






dx 


dF 
dy 


dF 

dy 


dx 



L'élimination de c entre les équations (2) et (6) doit 

^ , , dy 
conduire à l'équation — z=zf{Xyj). Donc l'équation (6) 

se réduit à ^ = /(j:, j). Or — ^ se réduit à /(a:, j) 

dy 
quand on remplace c par sa valeur tirée de l'équation 
P (x, j^, c) = o (537) ; donc on doit avoir 

dF_ 

de de 

dF'di^^' 

dy 

<^cjualîon à laquelle il faut joindre F (.r, y^c) = o. 
II. 5 
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I.e système de ces deux équaiions se ramène aux deux 
suivants : 

de __ 

Or le premier système donne t* = une constante, el> 
par suite, on retombe sur l'intégrale générale. 
Le second se partage en deux ; 



fi F 




[ dF 


-— z= o. 




1 -r- — 00 


fie 


(IV) . 


df 



(IIl) 

( F{xyX,c) = o, { F(.r,j,c) = o. 

En éliminant c entre les deux équations de chaque sys- 
tème, on obtiendra les intégrales singulières de^ l'équa- 
tion proposée, pourvu qu'on omette les valeurs de c qui 
rendent simultanément nulles ou infinies les deux fonc- 
e/F ^F 
tions -—9 -7-^ parce que la première des équations (II) 

se présenterait sous la forme illusoire - = o ou — = o : il 

faudra aussi rejeter les solutions qui rentréraieutdansTin- 
tégrale générale en attribuant à c une valeur constante. 
Ainsi, on obtiendra les solutions singulières- d'une 
équalion différentielle du premier ordre en éliminant 
la constante entre l'intégrale générale et sa dérit^ée par 
rapport à la constante égalée à zéro, ou bien entre cette 
même intégrale et sa dérivée par rapport à y égalée à 
l 'infini, 

539. Quelle que soit la forme sous laquelle se présente 

Féquatiou intégrale F (a:, )^, c) == o, l'application des 

règles précédentes doit toujours conduire aux mêmes 

flfF 

"de 
solutions. En effet, le rapport — restera toujours le même 

dy 



QUARANTE-TROISIÈME LEÇON. Gy 

cjuaud on éliminera c au moyen de l'équation F = o , 
quoique chacune de ces dérivées change quand on trans- 
forme cette équation. Car en regardant y comme une 

fonction de c, on a 

rfF 

de (ly 

djr 

valeur qui sera toujours la même, quel que soit F. Ainsi, 
lorsqu'une transformation de l'équation F [x^j^c) = o 

fera perdre des solutions à Téquation — = o, elle les fera 

, dF 
acquérir à l'autre équation — = ao . 

SOLUTIONS SINGULIERES DÉDUITES DU FACTEUR QUI REND 
INTÉGRABLE LE PREMIER MEMBRE DE L^ÉQUATION. 

540. Si Ton met {intégrale sous la forme u — c = o, 

on aura 

dF 

de I 

dF~~ ~ lit' 

dy dy 

Ainsi toutes les solutions singulières, seront données par 

Téquation — ^= o Mais — n'est autre que le fadeur j^ par 

dy 
lequel dy — ^/(x,j) devient une différentielle exacte (529). 
Donc l'équation 

1 

- = o ou «^ = 00 
V 

contient toutes les solutions singulières. 

EXEMPLES DE SOLUTIONS SINGULIÈRES, 

341. i^ 



xdx H- ydy = dy \/j?' -H /^ — «', 

5 
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Divisons par V*^*-hj* — a*, il vient 

xdx -j- ydr , / ;: t- 

V "*' + ^' — «' 
dont Tintégrale est 

^ -+- c = y x^ -H j^"' — ûT*, 
on 2 r^ -f- c' -f- o' — x^ = o ; 

on aura donc 

-r- = 2r + 2C = O, OU — — =r2C = Q0. 

de -^ ' ^7 

Cette dernière ne conduirait qu'à la valeur illusoire )^ == oo , 
La première donne c= — y? ^t? P^r suite, 

^* -H j' — a* = o , 

solution singulière. Cette solution, qui représente une 
circonférence, n'est pas comprise dans l'intégrale géné- 
rale, puisque celle-ci représente une suite de paraboles. 

Comme le facteur p» est » on voit bien que 

yor^-l-^' — «* 

la solution singulière correspond à i^ = oo . 

542. 2°. Troui^er la courbe dont la normale est con- 
stante. L'équation difiérentielle est 

dr^ 

(1) j».hr'^, = «% 

d'où dx= /"^^ , 

si a* — y' 
et , par suite , 

(2) (a? — c)»-f-7»=-a% 

équation d'un cercle. Pour avoir les solutions singulières, 
il faut poser 

£F 

de X — c 



dj^ X 

dj 



= o ; d'où a: = r , 
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et, par snite, 

(3) y=a\ 

On obtiendrait encore cette solution en égalant à Tinfini 

le facteur - par, lequel il faut multiplier Téqua- 

\X^ — a' 

tion proposée pour séparer les variables. 

Il est à remarquer que les deux droites représeut-ées 
par Féquation (3) sont tangentes à toutes les circonfé- 
rences que représente l'intégrale générale (2). 

543. 3°^ Trouver une courbe dont les tangentes soient 
^ une distance constante a de l'origine. 

L'équation de la tangente menée par un point quel- 
<:onque (:r:,j) de la courbe, étant 

Y-r=/^{X-.x), 

l'équation différentielle du problème sera 

^u 



= a 



On dilTérentiant par rapport à x , on a 



«=*('-^) 



équation qui se décompose en deux 

dp=i Oy x-^ — =r o, 

Ija première donne p = c^ d'ovi 

Hia seconde donne 

<3) x=-y^L=: 
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cette valeur étant portée dans Téquatioii (i), il en résulte 

(4) j=7=^=; 

élevant au carré et ajoutant les équations (3) et (4), 
(5) .r'4-j' = a'. 

La solution générale (2) représente une infinité de 
droites, et la solution singulière (5) une circonférence 
à laquelle toutes ces droites sont tangentes. 

544. 4". 

Les variables se séparent immédiatement et l'on trouve 
pour l'intégrale générale 

(2) (j — ^ )'"" — (l - /2) (X — C) = O. 

Pour obtenir les solutions singulières, on posera 

de I / „ 

d'où l'on déduit , en supposant « ^ o, 

(3) y=^a. 

Cette équation représente une solution singulière si ti 
est <^ I , car on ne peut pas déduire y = -a de l'intégrale 
générale. Si n est ^i, J^=<^ n'est plus une solution 
singulière, puisque l'équation intégrale étant mise sous 
la forme 

on obtient ^ = a- en faisant c = x . Enfin si n = r , 
l'intégrale générale est y — a = ce*, qui devient y z=. a 
pour cr=7 o et il n'y a pas non plus, dans ce cas, de solu- 
tion singulière. 

On verra facilement que l'hypothèse n <^ o ne donne 
aucune solution singulière. 




A X 
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84S. 5^. Trouver une courbe telle ^ que le produit des 
fjcrpendiculaires abmssées de deux points fixes F et F' 
sur la tangente soit constant et égal à b' . 

Prenons pour axes la 
droite FF' et une perpendi- 
culaire élevée par le milieu 
de cette ligne. L'équation 
de la tangente est 

et par suite les perpendicu- 
laires abaissées des points 
cionnés sur la tangente sejt)nt , en désignant OF par c, 

V^iH-^* \I\'^P^ 

j 2-î [y — p^y — P'^' V ^ 

^>n aura donc 6'= '-^^ ^-—^ — ? d ou 

ir — pxY = b^-Jf (/»'-+- c')/>S 
<^t, si Ton pose i* -h c* = a*, 

(i) ^ == /?x 4- V^ï- -h a^p\ 

^nation d'une forme connue (525). En la différcntianl, 
On aura 



\ slb'-\-a'p^) 



^e qui donne d'abord dp = o ou p = constante = m, 
ï^'intégrale générale est donc 

(3) yz=:.mjc-{- \J a^ m"^ -\- b\ 

On satisfait encore à l'équation (2) en posant 

a"* p 



■=: O. 



^^^ * • /TrT—7-\ 

En éliminant p entre les équations (i) et (4) , on aura la 
solution singulière 

Ï5) ^ + P='' 
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ellipse qui a pour tangentes les droites représentées par 
r intégrale générale. 

546. 6". Trouy^er une courbe telle, que la portion de la 
fig^ ,,3. tangente TS comprise entre les 

deux axes soit égale à une lon- 
gueur constante a. 

L'équation de la tangente est 

vl l'on a 




t k r 



v:r. — r 

0T=^- ^5 

_. _p 

d'où, à cause de OT*-f-ÔS' = TS\ 

( jr — px)"" ( I 4- j»') = ti" p\ 
On aura donc 

(i) y^px-^—==^', 

par suile , en différent! ant , 

o = rf/; hr -^ -^ j. 

dp = o, donne p =^c^ et , par suile , 



OS = 7 — pxy 



(^) 



J c:= ce -H 



rtC 



l'intégrale générale représente donc une infinité de droites. 
La solution singulière sera donnée par l'équation 



a 



X 



Si Ton substitue celte valeur dans Téquation (i), on aura 

ap ^ ap 



r = ~ 



I ' 



éliminant o, on aura 

A 1 Z 

(3) x'^'^y^ — aK 

Cette courbe est l'épicycloïde obtenue eu faisant rouler 
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un cercle dans un autre cercle de rayon quadruple. En 

effet, soit M le point de la circonférence mobile qui était 

placé primitivement en A , et K le point de contact actuel . 

On sait que KM est la normale à l'épicycloïde au point M, 

et par suite que MH est la tangente. Or Tangle THK, qui, 

dans le petit cercle, a pour mesure - arc RM ou - AK, 

aura pour mesure 2 AK dans le grand cercle. Donc Tangle 
THK est double de Tangle AOK et le triangle TOH est 
isocèle. On a donc OH = HT. Il résulte de là qu'on a 
également OH = HSet, par suite, TS = 20H = 0K. 
Ainsi TS conserve bien une grandeur constante. 

LA SOLUTION SINGULIÈRE REPRÉSENTE l'eNVELOPPE DES 
COURBES DONNÉES PAR l'iNTÉGRALE GÉNÉRALE. 

547. Quand une courbe se meut sur un plan, en chan- 
geant de forme suivant une loi déterminée, elle est, en 
général, constamment tangente à une courbe fixe qu^on 
nonrune son enveloppe. On peut supposer que la courbe 
"Onnée est représentée par une équation de la forme 

•1) F(.r, r, rl=o, 

â^ns laquelle c est un paramètre que l'on fait varier d'une 
w^anière continue. Donnons à ce paramètre deux valeurs 
voisines c et c -4- Ac. Les rourbes représentées par les 
^uations 

F [x^ X, c) = 0, F(x, j, c-4- Ac) =0 
se couperont en un point [x, j) pour lequel on aura 

F [x, y, c -+- Ac^ — F l-r, j, c) = o, 
^^ par conséquent, 

(2) f (^> r> ^ H- Ac) — F ( j:, r, c) _ 

^1 1 on suppose que Ac diminue indéfiniment, les coor- 
données de ce point, qui ne cessent pas de satisfaire aux 
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équations (i) cl (2), satisferont à la limite aux équations 

//F 

(3) F(jc, j,c)=:0, -^ = 0.. 

On obtiendra le point limite M, c'est-à-dire le point où 
Tune des courbes est coupée par la courbe infiniment voi- 
sine, en résolvant les équations (3)^ et si Ton élimine c 
entre ces équations, on aura le lieu des points M ou le 
lien fies inierseclions successwes des courbes représentées 
par Féquatiou (i). 

Je dis que ce lieu est Tenveloppe cherchée. En effet, 
chaque courbe de Téqualion (i) est coupée par celle qui 
la précède et celle qui la suit en deux points qui finissent 
par se confondre : là drciie qui joint ces deux points tend 
donc à devenir tangente à la première courbe; elle tend 
d'ailleurs à devenir tangente au lieu des intersections suc- 
cessives. Donc celle-ci est tangente à toutes les courbes 
représentées par l'équation (1). 

548 . On a dû remarquer que dans tous les exemples trai- 
tés plus haut (541 et suiv.), la solution singulière était Teu- 
vcloppe des courbes représentées par l'intégrale générale. 
Nous allons démontrer qu'il doit toujours en être ainsi. 

Soit F(jr, 7, c) =0 

l'intégrale générale. Elle représente une suite de courbes 
dont l'enveloppe s'obtient en éliminant c entre cette 
équation et sa dérivée par rapport à c*. Or c'est précisé- 
ment le calcul qui fournit la solution singulière. Le 
théorème est donc démontré. 

On peut d'ailleurs établir ce théorème de la manière 
suivante. Par chaque point de la courbe A qui représeule 
la solution singulière passe l'une des courbes B comprises 

dans l'intégrale générale. Or en ce point -7- a la même 

valeur pour les deux courbes A et B, puisque leurs équa- 
tions satisfont toutes les deux à l'équation différentielle. 
Donc les couibcs A et B ont la même tangente au point 
qui leur est commun. 
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QUARANTE-QUATRIÈME LEÇON. 

Étfuaiions dij[fêrentielles d'un ordre quelconque. — Existence de TinU'gralc 
d'irne équation difleicntielle quelconque. — Conditions que doivent 
remplir les constantes qui entrent dans Tintégrale générale. — Inté- 
grale de divers ordres d'une équation différentielle. — Intégration de 

d"^x 
lequation -j-^ = v. 



TOUTE ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE ADMET UNE INTÉGRALE. 

549. Considérons une équation différentielle de Tor- 
dre m résolue par rapport à la dérivée de Tordre le plus ' 
élevé 
/ X d'^r ri ^h d'y d'^-'y 

d"* y </*""' V 

Celte équation fait connaître -— - ou d. -7-737 -> quand 

(iy H"^ ' Y 

OU connaît les valeurs de r, -^-^ • • • ? -7 pour une va- 

leur de x. On peut donc se donner pour x = a des valeurs 
arbitraires b, b', &",...,&("-') de j,g, 'g,...,^. 

Maintenant si Ton donne à x un accroissement dx^ les 

dy 
^ecroissemcnls de j^, ^' ' ' * ' ^^''^'^^ 

dy=b'djc, d-4-.= b"d.v,,.,, d—-^ = h('»-^)dx, 
•^ ^ dx dx"" 

d"* Y 

^t Taccroissement de -j^ sera ensuite donné par Téqua- 

^ÎOll(l). 

On déterminera de même la valeur de y et de ses déri- 
vées pour a? = a -h 2 dx , x = a -+- 3 dx , . . . . Ainsi les 
^•leurs successives de y sont déterminées et, par con- 
*^uenl, y dépend de x et des ni constantes ft, //, . . .^ 
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5S0. Oii peut encore démontrer l'existence de Tinté- 
grale, au moyen du développement de y en série. En dif- 
fércntiant l'équation (i), on obtiendra successivement les 

coefficients diiïérentiels —, — -^ 9 -; — ±- en fonction de x. 

dy d^-^ y 

^ '^ dx^ ' rZ-r"^' 

^'""*"' J ^ / dy d'^-'^ y 



</jr"+» 






^I 



(») 



Mais on a (I, 114) 

1 • Je 

Remplaçant ç (or) par y, ? («) par è, (p'(a) pari',.» — ^ 
on aura donc 

' 1.2 I.2...,( 

I. 2. . ./w 
+/ («, 6,6',..., *("-0) ^ " , 

I . 2 , . . /« ^ //î H- I j 

+/,(«, 6, 6', ... , éc-O) ^"^ ."^^ . + . . . 

1 . 2 . . ( /W -f- 2 ) 

Ou voit encore par là que la valeur de y renierrae =^ ''* 
constantes arbitraires. 

En faisant a = o, on aurait le développement de V^^^^' 
légrale suivant les puissances ascendantes de x : m — ^^^ 
cette valeur pourrait rendre infinie la fonction ou qu ^''" 
ques-unes de ses dérivées, et le développement devi^^^°' 
draît alors impossible sous cette forme. Il vaut donc mi^^"* 
conserver la série sous sa forme la plus générale, «n ch-"^^*" 
sissant la valeur arbitraire a de telle sorte, qu'aucune ^3^* 
fonctions ne soit infinie pour x = a» 
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55i . Réciproquement toute équation 

çui satisfait à r équation différentielle donnée et qui ren- 
ferme m constantes arbitraires au moyen desquelles il 
soit possible de donner^ pour x =: a , des valeurs arbi- 

(Iv d*" — 'v 

traires b, b', . • • > b^'"~*^ ce y, -p > • • • > , ^ j^ » jera identique 

Cl l'intégrale générale. En. effet, si Ton détermine ainsi 
les constantes, on aura encore pour y le développe- 
ment (a), puisque l'équation (.^) satisfaisant à l'équa- 
tion (i) , les valeurs de -r~ > , ^_/ 7 • • • pour a: = //, ne 
dépendront que des valeurs b^b'^b"^. . , ^ &('«-*). 

CONDITIONS QUE DOIT REMPLIR UNE FONCTION POUR ETRE 

l'intégrale d'une Équation du m'**"'' ordre. 

S52. Pour qu'une fonction renfermante constantes soit 
l'intégrale d*une équation différentielle du m"*"* ordre , 
^1 faut que ces constantes soient bien distinctes , c'est-à- 
dire qu'elles ne puissent se réduire à un nombre inférieur 
^ ni. Par exemple l'équation 

^^ïnble contenir deux constantes arbitraires , mais en la 
Mettant sous la forme 

^ti voit qu'elle n'en renferme qu'une : elle ne peut donc 
P^s être l'intégrale générale d'une équation différentielle 
^U second ordre. 

Pour s'assurer que les constantes renfermées dans l'é- 
^Uation intégrale sont distinctes , il suffira de chercher 
^^ elles peuvent être déterminées de telle sorte, que y 
^t ses m — I premières dérivées aient des valeurs don- 
nées quelconques é , ft', . , . , i^'"""*^, jpour une valeur don- 
née de X. 



yS COURS d'analyse. 

553. Par exemple , soit 

,1,, r^ce^'-hc^e^-"^, 

oti en ti re —- = c ae** ' -+- c' a' c* '^ 

iix 

et si Ton résout ces deux équatious par rapport à < 
le dénominateur commun des inconnues sera 

Ltî» \aleurs de c et de c' seront donc Unies et déten 
si a est différent de a'^ et dans ce cas l'équation ( 
rîntégrale générale d'une équation différentielle 
cond ordre. II n'en est plus ainsi quand a =ia,\ a 
on Ta vu dans l'exemple précédent. 

554. On reconnaîtra de même que 

j = c sin a -c -♦- c' sin a' J7 

est Tiqtiégrale générale d'une équation diffénettlie 
second ordre ^ mais Téquation 

(i) ^- = rsin(jr-h a)H- c'«tt(a:-|- a') -i- c" sin(a: 4- 

ne peut pas être l'intégrale d'une équation diflerc 
du troisième ordre, car on a 

dy 

( 2 ) ---z=.c ces ('.r -h a) H- c' ces (a; -+- a') -t- c" cas(^ 
dx 

d'y 
{ 3 ) -T-j = — c sin (.r -f- a) — c' sin (.r -f- a' ) — c" sin (x 

Or il résulte des équations (i) et (3) 

d^y _ 

et la valeur de j étant déterminée, on ne peut pas < 

d^ y 
de valeur arbitraire à — — • On le voit d'ailleurs si 

dx' 

quation même en l'écrivant sous cette forme 

j = ( c cosa -I- c' cos a' -h c" cosa" ) sin x 
-H (c sina -f- r' sin «'-h c" sina'^cos^, 
ou 7 = A sin .r -I- B cos j: , 

et elle ne renferme que deux constantes arbitraires 
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INTÉGRALES DE DIVERS ORDRES d'uNE ÉQUATION 

DIFFÉRENTIELLE. 



I. Une équation différentielle de Tordre m a pour 
ilégrale une équation de la forme 

) F['j:,j,r,c',c",..,,c:'«-')]=:o. 

tiisque les constantes c, c',. . . , n'entrent pas dans Té- 
iiation différentielle , celle-ci ne peut se dédui re de F = o 
a'en la différentiant m — i fois, et éliminant ces m cou- 
lantes entre l'équation (i) et les m — i équations diffé- 
esDtielles ainsi obtenues. Or cette élimination peut se 
lire de plusieurs manières. 

Si d'abord on ne veut éliminer qu'une constante c, on 
lourra dîfférentier l'équation F = o après l'avoir mise 
Valablement sous telle forme qu'on voudra, puis on éli- 
lainera c entre l'équation F= o et sa différentielle. On 
)eut, en particulier, résoudre T^uation F = o par rap- 
>ortàc, soit a = c, puis différentier cette dernière, ce 
[ui fait disparaître la constante. En éliminant ainsi tour 
» lour r , c', . . . , on obtient m équations différentielles du 
>remier ordre dont chacune contient seulement m^:-i con- 
Unies. Ces équations sont dites des intégrales (te Vordre 

5S6. Pour éliminer deux constantes c et c', on peut dif- 
érentier deux fois de suite Téquation F = o : on a ainsi 
ï'ois équations 

F=o, r/F=o, d'Y=zo, 

ïitre lesquelles on élimine c et c'. On peut aussi élimi- 
^r c entre F = o et /7F = o, puis éliminer c' entre 
équation ainsi obtenue et sa différentielle. De quelque 
Manière que Ton opère , on Aoix. retomber sur la même 
<ïuation différentielle du second oi-dre \ car si l'on obte- 
nait deux équations du deuxième ordre, en éliminant 

'iilre elles -—75 on aurait une équation du premier ordre 
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de la forme 

On ne pourrait pas alors se donner les valeurs de y^ 

ily d"* — ' Y 

/'**'' j w-i pour a: = rt5 car, en différentiantm — 2 fois 

cette équation, on aurait m — 1 équations entre Xj y, 
-7-5 • • • > -1 r et m — 2 constantes, c'est-à-dire plus d'é- 

quations que d'inconnues. 

En éliminant successivement deux des m constantes, 

on aura — équations différentielles du deuxième 

1.2 

ordre contenant chacune m — 2 constantes et qu'on 

nomme intégrales de l'ordre m — 2. Trois intégrales 

de cet ordre peuvent remplacer l'intégrale générale, car 

dY d^ Y 
on la reproduit en éliminant entre elles — et -r—- 

557. On pourra de même éliminer un nombre quel- 
conque de constantes et parvenir ainsi à des intégrales de 
Tordre m — 3, de l'ordre m — 4 7 etc. Si l'on élimine 
toutes les constantes moins une, on aura m intégrales du 
premier ordre. Si entre ces m équations on élimine les 

j , . , dy d^Y d"'-^Y ,, , 

m — I dérivées -f-9 -~-> • • • 9 —, 5 on retrouvera 1 eaua- 

dx dx^ dx"^-^ ^ 

tion primitive F = o entrea:,j) , c, c', . • •> c^'"""*^ Il suffira 

donc, pour intégrer l'équation 



d*^ Y 



[ dx d'"-^ y\ 

\ dy dx""-^ ) 



d'avoir les m équations intégrales du premier ordre. 

558. Les intégrales du premier ordre permettent de 
déterminer les constantes c, c', . . . , c^"*~*^ en fonction 

dY d"^ — ' Y 

deo:, j, x"'"*' înnm-\ * ^^ ^^^ résolvant par rapport 

ctx CIX 

aux constantes et en désignant, pour abréger, les dérivées 
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de y ^^ y\ y'\ . • . , on aura m équations de la forme 

c = f ( j:, 7, 7', . . . , ^e-O) = «1 ; 

d'où Ton tire 

du du , du „ du d^y 

Maisona ^=>:(j:,/,/,. ., j(«-)); 

on aura donc 

€iu du , du „ du ^, , , ^v 

Cette équation doit être identique, car autrement elle 
établirait une relation entre x, y, y'. . . , y^*"-*), et l'on 
ne pourrait plus se donner les valeurs de y,y'. . • 9^^"*""*^ 
pourx=a. 

Ainsi les équations du premier ordre étant mises sous 

la forme 

« = r, Uiz=sc\ u^z=: c'\ etc., 

toutes les fonctions u^ <i|,. . ., devront satisfaire à une 
nxéme équation aux dérivées partielles. 

* 

IlîTÉGRATIOir DE L ÉQUATION - — =:{>, 

daf^ 

SS9. Soit proposé d'intégrer Téquation 

m 

^ étant une fonction de x. On en déduit 

et*' 



dr- 



vdx -|- c, 



'H 



vdx -f- ca; -H r', 



dxT"' 

-1- = l dx \ dx l vdx -h cx^ -4- e' x -f. c", 

II. 6 



8o 

de la forii 



<*' 



On lu- 

dy 
di'"' 

celte 
dy 

qua 
1 

Ol 

o 
I 



.-■^ --^^ 



.^ ^î l'on désigne en géi 
^^ êjx I dx, . . j vdx qui réj 
y^'ves par rapport à x , on au 



,*jr*-' 4- c'jf*-^ 4- . . . -^ c(»^0. 



multiple qui entre dans la vs 

^^^er à l'aide d'un certain nombre c 

'^'^'"^^ En effet, en intégrant par parties 



ss^- 



.1*^' 



\*|. -5 4f I vdx — i vxdx , 



'-*'=TTI" 



i vdx —2x1 udx -H I w 

(3^ j vdx — 3.r' I (;d-</^ 
-h 3x I vjn^dx — I v.T^dx I 

^{usi de suite-, d'où Ton conclut, par induction 

[a:"-' / w/x— .(/t— i)x«-» /(^.rr/: 

Pour démontrer la généralité de cette formule , il s 

^ de montrer que si elle est vraie pour une intégrah 

l'ordre n, elle conviendra encore à une intégrait 

Tordre /i-f-i. Or on peut mettre l'équation (2) ; 

cette forme 

[/?.r"~ ' / vd.r, — n{n — 1 ) a*" "^ I vxdx 
-^ -^ -X'' ' I vx^dx,.,±:n j V 
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^- Si Ton multiplie les deuK membres par dx et que Ton 
intégre par parties , ou aura 



" p I •'^ 1 ^'^ — njf"* I ç.rdr 

J 1.2. ../?| nin — i) ^ r , _, r ^, , 

— I -h— -Jc"-^ jt»x^dx,..±n jvx^'ti. 

l .2. . « L ' '^ J •/ 




mais 



n H — i ^ • • • ±: /i = 1 1 — i)" ±: I = ±: I : 

1.2 ^ ' 



don( 



•^ 1 .2. . /î I /î(/I — l) /• , /• , 

ce qui établit la généralité de la formule. 

S61. Enfin on peut exprimer l'intégrale multiple 
/ t^dx" par une seule intégrale simple. En effet, don- 
nons aux intégrales qui entrent dans légalité (2) les 
*imî les aetx'^ posons \^ =y(x) , et, dans le second mem- 

"*'e ^ remplaçons x par z sous le signe / : 




nous aurons 



px \ .r"-' //(zjr/z — (« — i)jc"-=» / z/(z)dz'l 

ou x>îen, en faisant passer les facteurs constants sous le 
^'^Tàc» I ^ et remplaçant la somme des intégrales par une 
ntc*^j*gj^ unique, 



6. 
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et ainsi de suite. Donc, si Ton désigne en général 

par I i^fix" l'intégrale j dx j rfx, . . i iffix qui résulte 

de n intégrations successives par rapport à x> on aura 



=/ 



vdxf' -f- car^-' -f- c'jf*-^ -f- . . . -f- cC"^'). 



(2 



560. L'intégrale multiple qui entre dans la valeur 
de y peut s'exprimer à l'aide d'un certain nombre d'in- 
tégrales simples. En effet, en intégrant par parties, on 
a successivement 

l f^x I vdx :=z X l vdx — I vxdx , 

I vdx^ = ( j:' I vdx — 2:r 1 vdx -H I vj^dx ) » 

\ -h 3x 1 vjc^dx — 1 v.r^dx J 

et ainsi de suite •, d*où Ton conclut, par induction, 



Pour démontrer la généralité de cette formule , il suffit 
de montrer que si elle est vraie pour une intégrale de 
Tordre n, elle conviendra encore à une intégrale de 
Tordre /i-f-i. Or on peut mettre l'équation (a) sous 
cette forme 

n,v"~ ' / ('d.r — n[n — i ) ^ "^ I vjcf/x 
J I .^_^ 0_ Lj^n-s \vx^dx,.,±n lv:r^"-'dx 
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Si Ton multiplie les deux membres par dx et que Ton 
intégre par parties , ou aura 

pd:yM-i-«_A_| «^ J 

1.2. ../ïl nin — i) . , r , , _j_ r^^i # 



mais 



I f /î(/i— I) . 1 r «^ 

1 .2. . .1 L ' '^ J •/ 



1 — « H — i ^ .-.i/iz^fi— i)"±:i==±:i : 

1.2 ^ ' 



(Jo 



ne 



/' 



P//.r*-«- 






^® c:jui établit la général i lé de la formule. 

. Enfin on peut exprimer F intégrale multiple 
/ »-'rfx" par une seule intégrale simple. En effet, don- 




:is aux intégrales qui entrent dans l'égalité (2) les 
"•"^^iles a^Xx\ posons \f =if(x) , et, dans le second mem- 



*^^^^^, remplaçons x par z sous le signe / : 



nous aurons 



Nubien, en faisant passer les facteurs constants sous le 
^^gne I , et remplaçant la somme des intégrales par une 
intégrale uni([ue , 

•(3) /V(.)./.r-== ,_^^'^._,J V,..)(. -.)"-./. 



6. 
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562. Cette dernière formule conduit à une non 
démonstration de la série de Taylor. En remplaçant^ 
par/^""*"*^ (x) et n par /i -H i , on aura 

rV"+'){^)^^+«=r_i_ r/i'»+){z){x^zYd 

D'un autre côté , 

f'/i''^^)(x)da:"^^ ^f{x) ^f[a) —/'(a) [x ~ a) 

donc on aura 

/(x)=/(«) +/»(«) (*-«)H-/"(a)l^f^+..; 

et , si l'on pose x = a-f-A, z ==: a-^h — f, 
/{x)=/(«) +/'(«) A-H/"(«) *' 



I .a 






QUARANTE-CINQUIÈME LEÇON.* 85 

QUARANTE-CINQUIEME LEÇON. 

ârïïê^gratiûn de quelques équations d'un ordre supérieur, — Équations 

<ie la forme J" i ^ ] =0. — Ëquatioas de la forme 

\dx^~~ dx^ / 

9 1 = 0. — Équations susceptibles d'abaissement. — 

dsT'' dx"/ ^ 

Applications géométriques. — Équations homogènes. 



ÉQUATIONS DE LA FORME / ( ^^_, > -^ j = O, 

S63. Soit d'abord l'ëquation 

<•) ë=/(i)- 

En posant —- = p, on aura -^ =f [p) \ d'où 
'Si l^OQ peut tirer de cette équation p en fonction de Xy oa 

p=:if[x) OU djrz=z^[x)dx\ 



(3 ) y=z \ ff{x) dx -h c\ 

^^^ te équation est l'int^rale générale, <;ar elle contient 
^^'^^^x constantes arbitraires c et c'. 



•^364. Si l'on ne peut pas tirer de Téquation (2) la va- 
^^'-^ :«* de ^ en fonction de x^ on aura 



'O^ éliminera ensuite p entre les équations (2) et (3). 
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S65. Exemple. Trouv^er la courbe dont le rayon r^ 
courbure est constant et égal à a. 

L'équation différentielle du problème est 

dp 

On aura donc dx = ^ : d'où 



(0 



VI -f-/? 



et ensuite dy = pdx = — , -> d'où Ton lire 

(i-hpr 

^l-hp' 

En élinoinant /7 entre les équations (i) et (2) , on aura 

équation d'un cercle dont a est le rayon. 

On peut aussi tirer de Téquation (1) la valeur de p en 
fonction de a: •, on a 



JC — c 

9 



^fl' — [.T — cy 

c est-a-dire ay = - 7- — , 

^a^ — (^ — <?)' 

d'où, en intégrant, 



y — c' = — \/a' — (^ — cY 
et eftfin (a; ^ c)* -H (r — <^')' = ^'• 

566. Plus généralement , si Ton avait Féquatiou 



'dr-^y dry 

I I -: r? 



)=« 



îie contenant que deux dérivées consécutives , en posant 



- — -L. = ,1 d'où -,— =r -f- 



> 
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* équalion proposée se réduirait à 

r(,*) = o, 

^11 déduira de là 

-f=/{p), doù dx = -jrr- et x= \-JL.^c, 

^ ^ • f{p) jAp) 

Si cette équation peut être résolue par rapport a p^ on 
aura p = y [x) et 

Si Ton ne peut pas exprimer p en fonction de x , on 
aura 

daf"-' ~~ ^ 
ct^-^y pdp 

tin 

en multipliant par dx=. -ri—; et int^rant de nouveau 
et ainsi de suite. 

ÉQUATIONS DE LA FORME/ ( ^ yî ^-=^ 1=0. 

567 . Soit d'abord tL=/[y\ 

En multipliant les deux membres par 2 dy et inté- 
grant, on aura 

d'où l'on tire r/.c =r — — 



et eniin j: r=: c ■ ' 



s/c'h9.f/(r)dr 



f/{.r)'(r 



'« -iâF' 



■ « 



i= — 5*1 






i_r 



» *^-i-«r 



# -f -3 ; )^r 



»*-= 



f 



n> 



p\ v^*' i^i -rti»;#r*no.s . -fS i . 



* 



=Ai-— m 









1 Miffit /k |^f<*^# ^^-^: - f'f ^^^ 



^ 
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on aura donc 

ilx 

d'où 



^- = >je-^.o.fi{p)dp = ^(p), 



(2) , x=:r. 



''f -4-.' 



4- (y) 



Si Ton peut résoudre cette équation par rapport à /> et 



en tirer p ou ^ — -^^ = ç (x) , Tintégrale générale s'ob- 
tiendra par m — a quadratures qui introduiront m — a 
nouveUes constantes arbitraires. 

Quand Téquation ne peut pas être résolue par rapport 
à p^ on opère de la manière suivante. 

On a - — =^ =A'? <1'^^ résulte 



dj^r-' 



d'--\y pdp 



donc ^"'''^^ ' ^^^ • ' 






c'^, 



On trouvera de même 

d^-'r _ f p^p r dp r dp 

et ainsi de suite. On arrivera donc à une certaine équation 

(3) r = F(y.), 

contenant m constantes arbitraires. L'élimination de p 
entre les équations ( 2) et (3) donnera Fintégrale générale. 

ÉQUATIONS QUI PEUVENT s'àBÀISSER à UN ORDRE 

INFÉRIEUR. 

570. Soit Téquatiou de Tordre m 

( d^x d^-^'y d'"y\ 

d^r 
En posant -7-^ = Pj on la réduit à 

r / dp d'^-"p\ 

\ -^ " djc (W^ " ' 



Qo couns d'analyse. 

Si Ton peut imégrer celle équation qui n'est que cl 
Tordre m — /?, et ensuite la résoudre par rapport k x o 
à p^ le calcul s'achèvera comme dans le cas précédent. 

571 . Soit r équation 

qui ne contient pas x. On pourra en abaisser Tordre d'un 
unité en prenant y pour variable indépendante et fa 

sant --j- = p. On aura 

d}y dp dp 

dx^ f/.r * dy 

(Ix" ~ dx ' rfj' ^' \dyj' 

d'* Y , 

En général , -r^' ^'oi^sîdérée comme fonction de/>, ser; 

du (n — I )**"«« ordre; en substituant ces valeurs dans Té 
qualion (i) on arrivera donc à une équation de Tordr 

m — I 

/ dp d'^-'pX 

dont l'intégrale renfermera m — i constantes arbitraires 
et l'intégration de Téquatîon rfy =: pdx fournira encor 
une autre constante. 

APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES. 

572. Quelle est la courbe dont le rayon de courbai 
est en raison ini^erse de V abscisse? 

1 /équation différentielle du problème est 






(_i ±_P'}_ ^ ^ 

dp 2 .r 



... , 
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a' 
en appelant — le produit constant du rayon de courbure 

pa^i* l'abscisse du point correspondant de la courbe. On 

déduit de là 

a' dp 
2 xajr = -^ 9 

^t ^ en intégrant, 

A' où /? = 



V'a* — (jT'-f-c'» 



et, en intégrant de nouveau, 

c ) é/i: 






c . 



Cette équation représente la courbe affeclée par une 
lame élastique, quand une de ses extrémités étant fixée, 
l'autre extrémité supporte un poids : on lui donne, pour 
cette raison , le nom de courbe élastique. 

573. Plus généralement, si le rayon de courbure doit 
être une fonction/(j:) de l'abscisse, on aura l'équation 

dx 

d'où Ton déduira 

p r dx 

s/i-hp'" J /{^) 

Cette équation étant du second degré, pourra être résolue 
par rapport à p. Soit alors p ■j= tf (x) ^ on aura 



= /?(.-) 



équation de la courbe cherchée , cpi renferme deux con- 
stantes arbitraires c et c' . 

574. Trouver une courbe dont, le rnyon de courbure 
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soit proportionnel à la longueur de la normale com." 
prise entre la courbe et Vaxe des x. 

L'équation différentielle du problème est 

dx 

n désignant une constante positive ou négative, selon que 
la courbe est convexe ou concave par rapport à l'axe 
des a: (1,233). 

En prenant y pour variable indépendante et remplaçant 

dp pdp 

-7- par ~^î on aura 

dx ^ dy 

dy np dp 
Ou tire de là 

n 



n 



OU *^=:(l-f. />»)'-'•, 

c 



donc 



=v/(f)"- 



1 ^y 

et en remplaçant p par ^, 
(2) dx— *" 



v^ay- 



=m-^'- 



Il suffit de prendre ce radical avec le signe H-, car le signe 
— conduirait à la même intégrale. 

Cette équation peut s'intégrer d'après la théorie des 
intégrales binômes : 

1". Quand -est un nombre entier (I, 348), c'est-à-dire 



n I 



ciuand // est un nombre enlier pair ^ 2" quand est 
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un nombre «itier (I, 349 ), et, par suite, quand n est un 
nombre entier impair. En résumé, n doit être un nombre 



Examinons les cas particuliers de/i = dbi. /i=ihsi. 
1 **. n=z — I : Féquation différentielle sera 

jrdx 



djc = 



se' -y 



d*où (x — c'y -^x' = ^- 

Cette équation représente tous les cercles qui ont leur 

centre sur Taxe des x. 

a**. n=zi : dans ce cas, où la courbe est convexe vers 

l'^xe des oc, on a 

. cdjr 

dx = — : 

^'où x = c\{x -h \/x^ — c) -i- Â. 

^^ l'on détermine A de manière que pour y = c on ait 
^ == c'j il faudra que 

c' = C\C -{- Â"y 

d'où ±ZLf!i=\l±.^/EEI: 

c c ' 

^^ cjui revient à 



r— c 



ce ^ 



'^^is on a 
^^nc on aura 



*— c 



ce '^ 



"^ïic, en ajoutant membre à membre les équations («) 
^^ O) ) on aura pour Téquation de la courbo 



= - c\c " -4- <• *" /. 



^ 2 



^etie équation est celle d'une chatnetle. Par roiiséquent 
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le cercle et Ja chaînette sont les seules courbes dai 
Fig. ii/|. lesquelles le rayon de courbure soit ëg 

à la normale, avec cette différence qi 
ces deux lignes coïucident dans le ce 
cle, tandis qu^elles sont situées de pa 
et d'autre du point de contact dans 
"S IT chaînette. 
3**. /^ = — 9, : on a l'équation différentielle 




dy ^„ dy Jçx^^ 

dx:=z =9 ou -— = « 

ax Y 



m'- 



Fig. II 5. 




Or, cette équation représente (1,246) une cycloïd 

dont la base est sur Tax 
des X et dont le cercle gë 

nerateur a - pour rayon 

On sait en effet que, dar 
^ cette courbe, le rayon d 
courbure MK est double d 
la normale MN. 

^^ _ Vf /JL ■ 

d'où (.r — c'y =r 4 6- ( j — (?) ; 

cette équation représente toutes les paraboles qui or 
l'axe des r pour directrice. 

ÉQUATIONS HOMOGÈNES. 

575. On peut abaisser d'une unité l'ordre d'une équ= 
tion différentielle lorsqu'elle est homogène par rappoi 
à y et à ses dérivées; soit 

r / dy d'"r\ 

une lell(* équation, cl soit n \v degré de riiomogénc'm. 
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On pourra la mettre sous cette forme 

djr d^jr W^y 




Faisons j^ = e-^"''', d'où 
dx 



En substituant ces valeurs dans l'équation [i) ^ on aura 
^vî cîemment une équation différentielle de Tordre m — i . 



K76. Exemple. 

r/' V I <^r r 

—-ri. -I £._:£_=: O. 

«j:' j: dx .r' 

I^osant r = ei^"''"' et substituant les valeurs de -r-? -7—- 

trouvées plus haut , on aura 

du I I 

ax X X' 

xdu -h udx w' a:' — I • 

OU J- 1 =: o . 

f/X X 



posons MX = z , il vient 



dz z- — I 

dx X 

ou, en séparant les variables, 

dx dz 

h -— 

X Z^ — 1 

d'où Ton tire 



-+--- — = 0; 



z — I x"^ -{- c .r^ -f- r 

z -H I x^ — r x[x^ — f ) 



1.J 



-w SÎU*-* *■ 




.*^ 



*A- 



^'^- 4^<k^#««# >«r*.95i 



x^ 



'^■^ ji_^" 



V-,^^-4»^ -«**•«« 



/>'>'- ^. M 






**- ' ^ i^y^pMww^wv M ^^ ' 



V/i^y 



> " /i' '^ 



i4 ft '4tJ,/f^^U*^ l>^|«vi/^|^ 






«■ 



r^ 
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QUARAPÎTE-SIXIÈME LEÇON. 

-aiion des équations linéaires sans second membre. — Défiaition — 
X^jTopriétés de ]*équatioD privée de second membre. — Équations à 
«coefficients constants. — Cas des racines imaf^naires inégales. — Cas 
racines fraies. Méthode de d*A1embert. — Autres méthodes. 



DÉFIMTION. 

578. On appelle équations linéaires les équations dif- 
ff^ex^oiiti elles dans lesquelles la fonction cherchée et ses 
dérivées n'entrent qu'au premier degré et ne sont pas 
***ixliiplîées entre elles. 

JLieur forme générale est 
^^ <5. . .T, U, V désignant des fonctions de x. 

PROPRIÉTÉS DES ÉQUATIONS LINÉAIRES PRIVÉES DE 

SECOND MEMBRE. 

579. Nous considérerons d'abord Téquation privée de 
^^^ond membre 

Si des fonctions particulières j^i, j',,. • •> J'n satisfont 
^ ^ette équation , la somme de ces fonctions et même la 
^^ïUme des produits de ces fonctions par des constautes 
H^elconques C|, Cs,..., y satisfera également. 
En effet si Ton pose 

7" — ^ ^1 j^ i "+~ ^7^*2 ~H • • • "H ^11 y n 5 

II. 7 



/ 
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on aura 

— = r, — + c, ^' + . . . -+- f ^, 
dx dx dx ' ' ' " dx 

d?-''-dr^^''-d^^ • '-^"'ZF' 



La subslitulion de ces valeurs dans rëquatioii (II) '**^ 
fait prendre la forme 

-+- = o. 

Or chacune des parenthèses étant nulle par hypothè^ 
Téquation se trouvera satisfaite. Cette propriété n^appa 
tient qu'à l'équation privée de second membre. 

580. n suit de laque si Ton connaît m solutions parti 
culières de l'équation (H), on aura l'intégrale général 
en posant 

pourvu que l'on puisse déterminer les constantes de ma- 
nière à donner à r, -f^j. .. .— des valeurs arbitraires 

pour une valeur quelconque de x. 

Ces conditions ne pourraient pas être remplies s'il exis- 
tait une relation linéaire entre quelques-unes des fonc- 
tions j^,, /s, ...>X,„. Par exemple si Ton avait 

on aurait 
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et cotte expression ne renfermant que m — i constantes 
arbitraires puisque Cj -ha Cs, Cj -f- ^^a ne doivent comp- 
tor que pour deux constantes, ne peut pas être Tinté- 
g^i:"ale générale de Téquation (II). 

^^1 . L'équation linéaire étant homogène par rapport 
à ^ et à ses dérivées , on peut en abaisser l'ordre d'une 
tmàité, en posant 7= c^^^' (575) ; mais elle cesse d'être li- 
néaire. Elle prend alors la forme 

(III) ^^' -h . . . H- (a" -f- P «"•- ' -h Q i^-^ 4- . . . -f- U) =r o. 

Cette équation est plus compliquée que la proposée*, 
ïïiaiis elle fait découvrir plus facilement certaines inté- 
§»• ailes particulières. Ainsi quand une valeur 11 = r, indé- 
peïjdante de x^ annule le polynôme 

(* ) M*" H- P«'"-'H-...-*-U=r/(«) 

*'écjualion (III) e«t satisfaite par m= /-, car les dérivées 
^^«ï -j-jî . . ., sont nulles : par conséquent l'équation (II) 
^st satisfaite par y = ce^"^'' = ce". 

ÉQUATIONS LIMÉÀIRES A COEFFICIENTS CONSTANTS. 

^82. Dans le cas où P, Q, . . . ,T, U sont des constantes, 

^«^uationy (m) = o n'admet que des racines constantes 

^"t. ^ 7',, . . . , r^. Eln les supposant toutes différentes, on aura 

^^^ïac m solutions particulières e''''^, e'"^^, . . . , e'*'"'' et Tin- 

^^Srale générale sera 

I^our le démontrer il suffit de faire voir qu'on peut 
^^ terminer les constantes c,, Cj,. . ., c,„ de manière que, 



ir une certaine valeur de x^ par exemple x = o^ y 
^^ ses m — 1 premières dérivées aient des valeurs arbî- 
^^'aires è, ^V-? i^'"""*^ En effet, de F équation (2) on 

7- 



i 
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tire 

dy 

(3) 3^ = ^. ^xc'^' + r,r2^»' -h ... -f- r^r^^^'-S 

or 

et, par conséquent, en faisant x=o dans les équatii 
(î*)'(3)ï(4)v?onaura 

Cx -h ^2 H- C3 -h . . . -h Cot = ^ , 

<?i r, -h f, r, -t- C3 r, -h . . . -+- Cm r^ = ^', 
ip) { c,r\-^c,r\-^c,r\ -t- . . . -f- r« r^ = ^", 



r, 77-' -4- c, r'J-' + C3 r'3«-' . . . -f- r« /^-' = ^C"-'). 

Multiplions ces équations respectivement par Ai, V^k"^ . . 
^('«-«) et I , et ajoutons-les : en posant 

^ _^ A-' r -f- A:'' r» -+- . . . -t- X-C""») /*-» -f- r""' = ?('')> 
on aura 

^•^('•i) -HCa<p(''0 4-... -4-c«y(r^) 
= ^^ H- /' ^' ^k"b" -\-..,^ ^C"-»). 

On éliminera c,, Cj,. . . , c,„, en prenant pour y (/*) u 
fonction telle que 9 (/*«), f (^s ),.**9 soient nulles, mais q 
ç(ri) soit différente de zéro. Ces conditions seront rej 
plies si Ton pose 

T(r) = (r- r.) (r- r,). . .{r- r„) = /ifl, 

d'où ç(r,)=/'(r,) 

c.= ^^^ 

On aurait de même t'j, C3, . . . . Toutes ces constantes c 
des valeurs finies et déterminées, puisque/'' [f\)^f' (r,),. 
ne sont pas nulles. 

Si l'on donnait les valeurs A, i', . . . , de/ et de ses < 
rivées pour x = a, il sufQrait de changer dans la valc 
de y, X en x — a- sans louclier aux tonstanles, car l'i 
tégrale (?.) peut évidemment s'écrire 
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En prenant ensuite les dérivées et faisant x=a on retrou- 
verait les mêmes équations (C) pour déterminer C|, 



Exemple. 



*>n a 





«'r=o» 


r= 


n^ — o. 


r: 


= H-// 



CAS DES RÂCIMES IMAGINAIRES INÉGALES. 

<ë83. Lorsque Inéquation 

/(r) = f*4-P/-"-'-^...-HTr-hU = o 
^ des racines imaginaires, la formule 

^^présente encore Fint^rale générale , mais elle renferme 
^^s imaginaires. Pour mettre Tintégrale sous une forme 
^^elle, observons que les racines imaginaires doivent être 
^oujuguées deux à deux en supposant que P, Q,..., T, U 
Soient des quantités réelles. Soient donc 

r, =ra-h6^ — ï, '"»=« — ê^ — I, 

^ïi aura 

==€**[ (c, -h Cj) cos 6 X -h ^ — I (ci — €2) sin Sx] ) 
^U bien 

c,e'^«'-hc-,e^«' = (Acos6,r^-Bsin6x)€«', 

'^•^ posant A = c, 4- Cj , B = (ci — c,) y' — i : A et B dé- 
^'gnent des constantes arbitraires que l'on peut toujours 
*^pposer réelles. 

On peut encore écrire Im somme des termes qui cor- 
■"^spondeni à deux racines conjuguées sous cette forme 
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584. Exemples. 

/•= zizn^ — I, 
y — r, e"' ^-' + Ci e""' *^.= A cos nx -f B si n rtx. 



réquation en r est 



r^ — r 



6=0: 



on en tire 

et par suite 

y = ce'*'-\- 6?~'[Acos(j: y/^) -hBsin (a: v^2) J. 

CAS DES RACINES ÉGALES. — MÉTHODE DE D^ALEJ^LBEaT. 

585. Lorsque l'équation 

(1) /-«-hP^"-'4-Q/'^'-|-...-f Tr-MJ=o 

a des racines égales, les termes correspondants à ces ra- 
cines dans la formule 

se confondent en un seul et l'on n'a plus l'intégrale gé- 
nérale, puisque le nombre des constantes arbitraires est 
inférieur à m. On peut cependant déduire de cette même 
formule l'intégrale générale en considérant d'abord les 
racines comme ayant une différence qu'on rend nulle 
ensuite après avoir fait subir à l'expression une trans* 
formation convenable. 

Pour faire comprendre ce procédé par un exemple très- 

— =:\X 

x'"dx = — *-f- C,qui devient illusoire 



/ 



quahaute-sixième leçoa'. io3 

quand m = — i . Posons i/i = — i -H A ; nous aurons 



/: 






fVlais x*=i -h ALr-h — (IxV-H 

/ cJonc 

/ 



^t , en représentant C -I- t par c. 



/ 



X*~* 1.2^ ' 1.2.3^ 



t>oiic si l'on fait A = o, on aura 



/ 



V/x , 

— = Ix H- c. 



386. Revenons maintenant aux équations linéaires et 
^^pposons ri=ri. On peut altérer les coefficients de 
' équation (II), de manière que Téquation (i) n'ait plus 
^e racines égales. Alors on a r^ = rt H- A , et 



ou 

r =(C, -hC,^)e^«'4-C3<?'»'-+- .. 



= c'»' ( C, -h C + C,/rx 4- C, X» -f- ... I -h c,c^«' -h . . . , 

^U bien j en posant 

C, 4-C, = r, €,/*== c', 

^n aura 

(x' x^ \ 

c -h c' X -h <^' A h c' A' r 4- . . . I 
1.2 1.2.0 / 

^^tte valeur satisfait à Féquation différentielle quel que 
^oit A. Donc en faisant A = o , on aura 

(3) jr =: e^x* (c -H c'*) -h c^ «'•* -f- . . • , 

expression qui renferme m constantes arbitraires dis- 
Uncies quand Ti, r^, r4, . . . , sont des racines différentes. 
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Quand trois racines sont égales, on suppose d^abord 
Inéquation modifiée de manière que deux racines seule- 
ment soienl égales , ce qui donne à Tintégrale la forme 

Puis , supposant r, = r, -f- A , on aura 

I 1*2 Ia2»0 I 

OU, en posant C-f-C» = c, C'-hC, A =:c', =c^'» 






€r*^-^..,j 



et , en faisant A = o , 

(4) / = c'»' (c -f- r' X -H c" X*) -h C4 €'»'H 

On trouverait , de la même manière , que si la racine r^ 
était quadruple, il faudrait remplacer les termes qui s'y 
rapportent par 

expression qui renferme quatre constantes arbitraires. 

DEUXIÈME MÉTHODE. 

587. Lemme. net y étant des fonctions de x, si Ton 
cherche les différentielles successives de m^, on arrive 
par induction à la formule 

d* ( uv) = ud" ç -h ndud^-^v H d'uft^^p-^ , . . 

^ ^ 1.2 

-f- nd*~* udv 4- vd" u , 
ou à la formule symboliqite 

en remplaçant dans le dével^pement du second membre 
les exposants des puissances par des indices de difiéreu'- 
^iation, et en admettant que d'^u =. u* 
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Pour faire voir que cette formule est générale, il suffit 

de montrer que si elle est vraie pour Findice n , elle est 

encore vraie pour l'indice n-i-i. En effet, soit fid^ud^^fi^ 

U.I1 terme quelconque du développement de d". uu. On 

a.ura 

d". uv = V kdP ud^-Pv, 
« là on tire 



//«+'. at; = V (AdP+'- iid'^P ç 4- kdP ud^'P-^' p), 

c^vi. sous une forme symbolique 

^^ **-*- ' . wp = 2 AduP di^-P (du -h di>) = {du 4- dç) y AdtiP di^-P . 

^^«lîs, par hypothèse , 

V X^r/a/' ^P»-/» = ( é/« -h rf(; )(") ; 
^^*^ aura donc 

d'*^Kuvz=z {du-hdv)(du 4- dv)^") := [du H- </i') ("+'). 

^^ qu'il fallait démontrer. On démontrerait de la même 
^^anière la formule plus générale 

€/".(ii('. . .«)= [du -hrff' -h... -h dzY^K 

^88. Autrement. Le coefficient h dans Féqualion 

( * ) <3^. WP = V X-rf/» /^ d9 V 

^st un nombre indépendant de la nature des fonctions u 
^t *^. Soit alors u = e"', ^^ = ef"^ on aura 

r/». uv = d", ^(«+*)' = e(*'+*)* ( ^ ^- ^ )« ^/o:", 

^^ A équation (i) devient 
*î^ puisque p + q = n^ 
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Ainsi les coefficients de d". u\^ ne sont autre chose que *^* 
coefficients de la w**"** puissance d'un binôme. 

589. Revenons à Téquatiou 

Remplaçons y par uv. L'équation ordonnée par rapport «^ 
la fonction ii et à ses dérivées , deviendra 

fd'"v d'"-^v dr'-'v ^ dv , \ 

\ dx"" dx^-^ ^ d,7f"-^ dx I 

I L ^^"~' ^Jî""" «^"~' J ^-^ 

+ _^„,(,„_,)__+(„._.)(,«-a)P-^^,H-...-HS.J^. 



1 d''"tt 
H \m [m — i) {in — 2). . . 2. i .v\ - — 

1.2...///''^ ^ ^ ■• dx"^ 

ou bien 

2 Vo«-|- V, --H ---+... H __: 

' ' ax 1.2 dx^ i.2.o...m «j?* 

eu posant 



Le développement (2) est analogue à celui d^^une fonc- ^ 
lion de x dans laquelle on remplace x par x -h h. Oi 
voit en elVel que les polynômes Vo, Yi, Vj,..., se dé- 
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(lui seul du polynôme 

^,m ^ p ^-1 _|_ , _ 4.Tt> H- U, 

eideses dérivées en remplaçant i>'", i/""*,. . . , t^, i'^ par 

«a:* ax"^' ax 

590. Maintenant , si Ton pose x^ = e'^ , et que Ton sup- 
prime le facteur commun e''^, Téqualion (2) prendra la 
forme 

(3) nn--^r{r)^^^/"{r)—^...^^:=o. 

/(r) désignant, comme plus haut, le polynôme 

Delà résultent les conséquences suivantes : 
i®. Si Tj est racine simple de Téquation 

/[r) = 0, 

OU satisfera à Féquation (3) en faisant 

^1 désignant une constante, d'où / = c, r' •'. 

Donc si toutes les racines sont inégales , on anra m in- 
^%rales particulières contenant chacune une constante 
^f'bîtraire et dont la somme formera l'intégrale générale. 

a°. Si Ti est une racine double, ^(r,), /'(ri) seront 
"Ulles et Ton satisfera à l'équation (3) en posant 

d*u 

d' 



'='- ;s^ = ^' 



3®. Si i\ est racine triple, /(/',), f {t\) •> J " (i\) seront 
^'M^lles et l'on satisfera à Téqualion en faisant 

d^ii 
*^^ où /i = c -H <-' x -4- c" .r* 

^*^ ainsi de suite. 
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TROISIÈME MÉTHODE. 



S91. En substituai] i e'*-' k j dans le premier menaV)^^ 
de l'équation (II), on a identiquement 

^ ' dx^ âxT^-' dx '' 

Différeiilîant par rapport à r, on aura 
, , d^'.e^'x ^d"'-\(f'x ,, r ^, , ^ .^I[r\\ 



P : h ... 4- Uc'"*.r' 



et 



(3) { dx"' dx'^-' 

et ainsi de suite. 

L'équation (i) montre que Ton satisfera à Féquat^^^^ 
différentielle en posant j^ = e**»*, r^ étant une des racir^^ 
de réquationy(r) = o. 

Si j\ est racine double, on a /'(ri) =0, et la reï ^'', 
tion (2) montre que Ton peut prendre y = e''*'ar, ce cf 
avec e'*-*" fait deux solutions. 

Si Tj est racine triple, outre les deux solutions di 
tinctes déjà obtenues, on déduira de Téquation (3) la S4 
lution y=:e'''-^j:*, et ainsi de suite. Ainsi à chaque racii 
multiple correspondra un nombre de solutions égal 
son degré de multiplicité. En multipliant toutes ces soli 
lions par des constantes et les ajoutant, on aura doi 
l'intégrale générale. 
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intéff-ation de té/uation iiftéaîre complète. — Réduction de Téquation 
complète à l'éqaatioo privée de second membre. — Cas où les coeffi- 
cients du premier membre sont constants. — Abaissement de Téquation 
linéaire quand on connaît un certain nombre d'intégrales de Téquation 
prÎTée de second membre. — Autre méthode. ~ Équations linéaires que 
l*on sait intégrer. — Propriétés de Téquation du second ordre. 



HÉDUCTION DE l'ÉQUATIOJN COMPLETE A l' ÉQUATION 
PRIVÉE DE SECOND MEMBRE. 

S92. Soit 

(I) ÎLZ+P-_i-l-...+Ur=F(ar). 

Posons j- = I zda^ z étant une fonction de a: et de a 

t/o 

^^llement choisie, que Z, — » ;t-7^*"' /7i^^^ soient nulles 
pour a = a: et que Von ait pour cette même valeur 

d:xf^ 

Ces conditions étant remplies , on aura 

dy C'dz ^ 
dx Jq dx 

^^ désignant la valeur que prend z lorsque a = j:; mais, 
Par liypotbèse, cette substitution annule 25 donc 

ii_ r 

*^ Hura ensuite 



di_ r'fite^^^. 
dx Jq dx 



d 
dx 

dz\ 






'**^\s (— I =0; par conséquent l'équation précédente 
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deviendra 

on trouve de la même manière 

d^y _ f'd'z d-^'x __ C'^'^'^^ 

En substituant ces valeurs dans l'équation pro'pcp 
on a 

et il suffit, pour que Téquation soit satisfaite, que 
ait 



4- P-T -h. . .H-Uz = o. 



Si, outre les conditions citées plus haut, z remplit c< 

nouvelle condition ^y = l zdcc sera une intégrale ] 

t/o 
ticidière; en la désignant par m et posant j- = ii -H i^, 

quation deviendra 

fd'^u ^d"'"-'u ,^ ^, '] d!"v 

\_-d^ + ^l^ +...-HU«-F Wj + — +... + U.. 

Or la première partie est nulle par hypothèse*, d 
l'équation se réduit à 

d"^ V r/*"""' V 

Et si Ton peut intégrer généralement cette équation , u 
sera l'intégrale de l'équation (I). 

CAS ou LES COEFnCIEWTS DE l' ÉQUATION (II) SONT 

CONSTANTS. 

593. Quand on connaîtra l'intégrale générale de l'éq 
lion (II), en y remplaçant x par x — ol , on pourra p 
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fîter del'indélermiualion des constantes arbitraires qu'elle 
renferme pour remplir les conditions indiquées plus haut. 
C'est ce qui arrive lorsque les coefficients P, Q,. . ., U 
sont constants. 

En effet, en désignant par /'i, Tj, /'s , . . . , les racines de 
P^quation 

i) /(;^) = ,'»_|_p^-i^, .4. Vr4-U = o, 

>rM. pourra écrire 

^ pour que les équations indiquées plus haut soient sa- 
^faîtes, il faudra poser 

C, -f- C, -h , . . -h C„ = , 

C, r, -h C2 Tj 4- . . . H- Ci„ r„ = , 



•t— ' . -r, ai— J 



c,/-;-+c,r;-'+...+c,r;;;-'=F(a). 

Et» opérant comme au n" 582, on trouvera 
> par conséquent , 

"^ ^uradonc i z//a, ou 

Jo 



y 






-f- * 



/ 

«/o 



/' {'•«) 
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et -7- aura la même forme que si Ci, Cj , . . . , C^ étal 
dx 

des constantes. 

On aura de même 



en posant 



dx dx * ' dx dx 



(^) ;è'— +-^"-^'-^—^-^--" = "' 



puis 

'^ = C, ^ -f- C. ^ 4-. . 4- C„^^i 

en posant 

^ ' dx^ d.T dx"* dx " ' dx^ dx 

d''*~^r 
On continuera ainsi jusqu'à -^ — ^^ inclusivement, en ég- 

lant toujours à zéro la somme des termes qui renferme 
les différentielles de Cj, Ct , . . • , C,„. Enfin on aura 

d'"r__ d'-y, d'^y, d^^xm 

d^-^^''d^'^^'lï^'^'''^^'''lh^ 

^^■^'r. dC^ cl""-')'. ^2 d^y^ dC^ 

djf"-' dx dx^-' dv "^ • • • "^ fix^-i dx ' 

On a, en substituant ces valeurs de r, -—, etc., dai 

•^ dx 

l'équation (I), 






d'^'Xi dC^ d"-'y, dC, d'"-\rm dOn 

fil'"-' dx dx'"-' dx '^'"^ ^/.r»-. dx I 
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: D INTteHj^LES 
I pniVËE DU SECOND MEMBRE. 



ult m intégrales parlïculières de l'é- 






-Uj' = o, 



|hC.j-, + .-. + C.^,, 

i coiistaiiles arbitraires. Or ou 
Kexpressïoii satisfasse à l'équaiion 



Vy = 



f C„ noD plus comme des cou- 

h fonctions inconnues de X, qui 

i seule condition , savoir que la 

|'&{uaûon (I), peuvent être liées 

I relayons tout n fait arbitraires. On 

r manière que la détermination des 

C,„ n'exige que de simples qua- 
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On aurait de même Cs , C3 , . . . , et, par suite, 

ce qui est au fond la formule (3) du n° 593. 
596. Exemple : 



f/.r' 



~ n'y = V. 



y z=e?" l c. 4- ^ 



Ici m = 2^ t\ = nj rs = — n. L'intégrale générales^ 
donc 

— Ç Y e-"'dr\ -{-€-"'( C:t î- j Ye^'âx) - 

597. Si l'on connaît seulement m — i intégrales pa 
ticulières de l'équation (II), il sera possible de ramen 
l'intégration de l'équation (I) à celle d'une équation 1 
néaire et du premier ordre. 

En effet, supposons, pour simplifier, que l'on ait 
intégrer l'équation du quatrième ordre 

et que l'on connaisse trois intégralesj^i,j^2 5 y» de l'équa- 
tion privée de second membre 

On représentera encore l'intégrale générale de l'équa 
tîon (I) par 

r = c,j, + €2/24- C3J3, 

Cl, Cj, Cg étant des fonctions de a: qui, n'ayant à rem 
plir qu'une condition, peuvent être assujetties à vérifie 
deux relations arbitraires* 

Si nous prenons ces fonctions de toile sorte que 
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ri» V 

^^^ -j-^ aient la même forme que si C,, Cj et Cj étaient de^ 
^-onstantes, nous aurons 



= C,-f^4-C,^+C 



3"r~' 



^Jc dx dx dx 



r = c.-7^ + c,-j^+c 



3 , . '> 



«fa:* * ' ' dx"^ dx 



.j 



-•^ = c,î^+...+ i— '.-'•''-'4- , ^'r. «^'C. 

* dx^ dx dx} " tlx^ dx^ 



• • • • 



£n substituant ces valeurs dans Téquation (I) , et sup- 
ï>riniant les termes qui se détruisent par hypothèse, nous 
^Tirons 

^ ^ y da^^^ dx-)^^''^ dx^ dx^^ ^' 

^^ t il faudra joindre à cette équation les deux suivantes : 

dQy dCj dC^ 



( Z^\ ** ^« _, '^^a _, *^^3 

dx ' Ju: ' dx 



r I + -7- r» -+- TT- 73 = o , 



rfx i/a: f/.r «te t/.r' «te 

De ces deux équations , on tirera pour -7-^ et -7-* des 
^1 eurs de la forme 

^' = X — — ' = X — '. 

dx dx dx dx 

^ on les porte dans Téquation (i), on obtiendra, en posant 

^ = z 9 une équation linéaire de la forme 

dz 

aura ensuite C, = c, + 1 zdxy 
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La valeur de z contenant déjà une constante arbitraire, 
la valeur de y en contiendra quatre. Ce sera donc l'inté- 
grale générale. 

598. Si l'on ne connaissait que m — 2 intégrales parti- 
culières de l'équation (II), on serait ramené à l'intégration 
d'une équation linéaire du second ordre. En effet, soient 
y-j etj^î les intégrales connues, et représentons par 

l'intégrale cherchée -, comme on ne peut établir entre Ci 

et C2 qu'une seule relation arbitraire, exprimons que — 

a la même forme que si Ci et Ct étaient des constantes. 

Les fonctions Ci et Cs seront déterminées par les équa- 
tions 

* 

G, H, . . . étant des fonctions de x. De la première, on dé- 
duira -j-^ = X2 -r-' > et substituant dans la seconde, on 
dx dx 

aura une équation où Ci n'entrera que par ses dérivées 
-7—9 -T-^j -r-j • Alors en posant -r- = z^ cette équation 

€l*JC (IX UJC U3i 

prendra la forme 

d^z dz 

Celle équation étant intégrée, ou aura Ci = Ci 4- / z dx^ 

et ensuite C2= Cj-i- | IL^zdx. Comme z renferme deux 

constantes arbitraires, on voit bien que Cij^i -h Cg j^a en 
contiendra quatre. 

599. En général , si Von connaît n intégrales distinct 
les de r équation linéaire jnwée de second membre ^ on 
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wurra ramener récitation complète à une équation li- 
léaire du (m — n)' ordre. 

La démonstration de ce théorème général est suffisam- 
nent indiquée par ce qui précède , c'est pourquoi nous 
lous bornerons à examiner le cas particulier où Ton ne 
connaît qu'une seule intégrale yi de Téquation (II). Nous 
>oserons alors 

t en exprimant que c'est une solution de Féquation (1), 
tous aurons 

'S nouveaux coefficients P,., . . . , T, se formant, comme 
1 Fa dit au n° 589. Si l'on pose 

dx 
tte équation se réduit à 

) ^;;;rr + i'.^^+--+T,« = v. 

Uation différentielle de Tordre m — i . Ainsi l'ordre de 
cjuation proposée sera abaissé d'une unité. L'équa- 
►Ti (a) en u étant intégrée, on aura 



> par suite , j = «j, H- / 



= rt -h lu (Ir , 

, I udx. 



AUTRE MÉTHODE. 



CIK). Le cas particulier que nous venons d'examiner 
rmet de démontrer le théorème général énoncé plus 
L"ut (599), et fournit une autre méthode pour abaisser 
>rdre d'une équation linéaire. En eflbt, appliquons le 
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même procédé à l'éqaation 



Soit Ut une solution de réqaalion 

d^^u 
-4- Pi . ^ -+-. ..-i.T,ic = o. 



a^t— ' 



_^fé) 



En faisant z = — ^— ^ 9 

AT 

z dépendra d'une éqtiation linéaire de l'ordre m — a. 






djT-* 

etl on aura u = hu^-^-Ux j zdzj 

et, par suite, 

ou x = ^Xi -+- ^r^ -+- Ç> 

en faisant ^'î= v, I i£,r/j:, Ç=^i 1 «i^i^ I zdx. 

m 

La fonction désignée par y^ satisfait à Téquation 

car si Ton suppose V nulle, on peut prendre z = o, et 
par conséquent ^ = o, ce qui réduit y a aji-{-by^^ ex- 
pression dont ^2 est une valeur particulière. 

Réciproquement, on trouvera une fonction telle que Wi, 
si Ton connaît une fonctionnas, différente dej^^qui satis- 
fasse à l'ëqaation (3). Il suffira, en effet, de prendre 

a,=r 9 

djp 

puisque u = — -j — - se change eu Wj si V = o, et qu'alors 
jt ^*st une valeur particulière dej'. 
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k|uation en z étant de l'ordre m — a, on cherchera 
valeur z^ qui satisfasse à Téquation 

n aura « = cz, -<- z, 



/,*, 



sant «=-A^, d'où 

r = «7i+ ^/iH- ^/s+ ^ 

mt encore une solution particulière de l'ëqualion 
t ainsi de suite. 

voit donc qu'on pourra abaisser l'ordre de l'équa- 
I) d'autant d'unités qu'on connaîtra de solutions 
ulières de l'équation (3), et en outre que l'inté- 

générale de l'équation (I) est de la forme 

it une solution quelconque de l'équation (I). 
quation linéaire n'admet pas de solution singulière, 
ue la solution quelconques^ = X se déduit de l'inté- 
générale en faisant nulles les constantes a, &,...,/. 

QUELQUES CAS OU l'oN PEUT INTÉGRER l'ÉQUATION 
LINÉAIRE A SECOND MEMBRE. 

l. Si dans l'équation 

« 
d^r d"*-W dy 

V 

. . . jU, V sont des constantes, on fera j^ = —-h -^j et 



ura 



d^z ^d^-^z dz' 



daf* dlr"-' dx 

ion que l'on sait intégrer. 

î. Les coefficients du premier membre de l'équa- 
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tion (i) étant constants, si V est une fonction entière czl 

A x« 4- Bjc"-' 4- ... 4- Cx -h h, 
on posera 

et l'on déterminera a^ b^. . .^ /i, en exprimant que crctte 
valeur satisfait à Téquation proposée, ce qui formera au- 
tant d'équations qu'il y a d'inconnues. Une première? in- 
tégrale étant obtenue, on posera j = m 4- t^, et ^' ne dé- 
pendra que d'une équation linéaire à coeflicients constants 
et privée de second membre. 

603. Si 

V = A cosnx 4- B sin nx , 

A et B étant des constantes, ainsi que les coefficients ^^ 
premier membre de l'équation (i) , on fera 

y =: a ces nx -\' b sin nx, 

ce qui réduit l'équation (i) à 

(«G 4- ^H) cosnx 4- (flK4- ^L)sin«x=A cos/î:i:4-B sia ^ 

G, H, K, L étant des fonctions de n et des coefficients 
l'équation. Pour que l'équation soit satisfaite, il fau^3-^ 
que l'on ait 

«G4-^H = A, ûK4-^L=B, 

ce qui détermine rt et i , à moins que GL — HK ne & 
nul. L'intégrale générale sera 

y z=i a ces nx -\- h sin nx -^ z, 

z étant l'intégrale de l'équation 

-1 hP -1 :4--. . .4-Uz = o. 

604. La méthode précédente tombe en défaut lorsq 
GL— HK = o. Dans ce cas, l'intégrale s'obtient par 
artifice de calcul dont voici un exemple. Soit 

l') •^4-j = cosx, 
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on ne peut y satisfaire eu posant 

y •=. a cosa; H- h sinx, 
car on trouverait 

— a cosx — h sinx -f- a ces x -+- h sin.r = cosx, 

o^ o = cos X, 

équation qu'il est impossible de rendre identique. 
Mais si Ton prend l'équation plus générale 

{^) -7---h r = cos/ix, 

^ïi posant y^=z a cosnx H- b sin /la:, on a 

û (i — A/') cos nx -h b [r — //^) sin /?j: = cos //x, 

^'où rt = 5 ^ = 0, 

I— /î' ' 

^e qui donne la valeur particulière 

cos n.r 

La valeur générale de^ sera donc (592) 

cosnx ^ ^, . 

Y = h C cos.r -4- C sm.r. 

Celte valeur deviendrait illusoire si Ton faisait u =.i\ 
^^h on peut écrire, en posant C = G' -^ 

cos nx — cos X ^,. . , 

Y= ; h C cosx-f- C sinx. 

I — n^ 

disant 71 = 1, le premier terme prend la forme -> 

^^îs sa vraie valeur est •, donc Tinlégrale générale 

^ l'équation (i) est 

.rsinx _, . _, 

y = -I- C sin x -f- C cosx. 



\ 



ia6 COURS d'analyse. 

On a iJcnliqucnicnt 

d'y, ^d), 



EliniinanlQ entre ces deux équations, il vient 

et si Ton pose 

df dy, , d\r d'y, du 

-^^ dx -^ dx ' -- dx' ' dx' dx 

Téquation (3) devient 

(4) ;z;-*-P"=°' 

d'oii M = Cc-/P'''. 

On aura donc 

ou r/. - = 5 

et enfin 

(6) j = C'j. + Cj. / 5 

609. L'équation (5) fait connaître plusieurs pro 
de l'équation (i). 

La constante C n'étant pas nulle, en général, ; 

sons C > o : on aura 

par consecjucnt j^ et — ne peuvent pas être nu 
môme temps. La même propriété appartient auî 

tîons yi et -—• 

Deux valeurs de x qui annulent y,, comprenne 
Taleur do x (|ui annule y. En elTel si y, s'annul 
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•2r = a et pour x = hy on a dans ces deux cas, d'après 
J'înégaliié (7), 

Ainsi j^ ei -^ soiil de signes conli aires ^ mais quand .r 

oroîl de ah by ~ change de signe pour une certaine va- 

leur x=^ciL\ donc y doit aussi changer de signe avant 
<Xxic X devienne égal à b. Par conséquent la fonction y 
doit s'évanouir par une valeur de x compris entre a eti. 
De m&me entre deux valeurs de x qui annulent j se 
trouve une valeur qui annulent. 

11 suit de là que si Ton fait croître .r, les deux fonc- 
tîoiîsy et j*! s'annuleront Tune après T autre alternati- 
vement. C'est ce qu'on peut vérifier sur Téquation 

<luî a pour intégrale 

j =z C sin.r 4- C' cos X. 



laS couBs d'amaltse. 
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Résolution des équations différentielles par les séries. — Développement p^r 
la série de Maclaurin. — Méthode des coefficients indéterminés. — Au^rc 
forme de développement. — Intégration d*une équation diiTéreniielle 
par des intégrales définies. 



DÉVELOPPEMENT FAR LÀ SÉRIE DE MACLAURIIir. 

610. Étaut donnée une équation entre y et quelques- 
unes de ses dérivées par rapport à x, on peut, conam-^ 
on Ta vu , développer y suivant les puissances ascen- 
dantes de a: — a, et ce développement contient m coi^- 
stantes arbitraires qui sont les valeurs de y et de s^^ 
//i — I premières dérivées pour a? = a. En faisant a = ^t 
on a une série ordonnée suivant les puissances ascendantes 
de X, Mais il peut arriver que certaines dérivées deve- 
nant infinies pour x = o, la série tombe en défaut 9 ^ 
moins qu'on n'attribue certaines valeurs convenable^ * 
d'autres dérivées qui ne sont plus arbitraires. Dans ^ 
cas, la série contenant moins de m constantes arl>* 
traires ne représente plus Tiniégrale générale, mais se^^ 
lement une intégrale particulière. 

En voici un exemple. Soit 

En difl'ércntiant celte équation plusieurs fois, on ati 
d^Y ^d^Y dy 

dW fd^Y , dW dr 

dx* dx* dx^ r/.r^ 
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La loi de formation est évidente. Or si dans la première 
<^qixatîon on fait x = o, j^ = i, ~ = i', on en déduit 

~=s: Qo ^ à moins que b' ne soit nul. Il faut donc faire 
c o pour j: r= o , et alors les équations suivantes don- 



d'^y li* b d^jr d*jr ri* b 

9 par conséquent , 

sïnnx 



— a/'— Jîlî^ ^*^* \—b 

^ \ I 2.3 1.2.3.4.5 *' / 



nx 



> 



-TV C ^ 

011 en taisant - = c , 

n 



sin/îjr 
r=c 

n^obtient ainsi qu'une intégrale particulière. Pour 
avoir l'intégrale générale , il faut poser 

^ sin nx 

r = c— -, 

X 

G étant une fonction de x, La recherche de cette fonction 
conduit à une équation linéaire du premier ordre d'où 
l'on déduit 

C = c' H- c" cot /?.r , 

6t , par suite, 

c' sin nx -f- c" ces /?jc 
r= 

X 

On serait parvenu tout d^abord à ce résultat si l'on avait 

^^Veloppé j<" suivant les puissances de x — a^ en se don- 

dy 
*^ant les valeurs de y et de -^ pour xt=.ai 

MÉTHODE DES COEFFICIENTS INDÉTERMINÉS. 

tîH. On peut encore employer la méthode des coefïî- 
^i^nts indéterminés pour développer en série l'intégrale 
^ ^ne équation différentielle. On obtient souvent par ce 

II. 9 
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moyen des développcinenis qui renfermeui d«s puissai:icr<s 
négatives de a:, ce que ne peut donner la série deTaylcz^i*. 
Reprenons l'équation précédente sous la forme 

Supposons que l'intégrale soit 

d( , £, y, . . . étant des nombres croissants : on aura 
ax 



et en substituant ces valeurs dans l'équation propos 

( -+- B/i'x^-4- Cv (v 4-i)x>'-^-f-C/i'x>' -f-. . .= o. 

Pour que cette équation soit identique, il faut que J^^ 
coefficients des différentes puissances de x soient n"»^*^ 
séparément. Or puisque a, 6, y,... sont des nomb:*^^* 
croissants, a — 2 est le plus petit exposant de x dans 1 '^^'^ 
qualion (3). On doit donc avoir 

Aa(a -j-i) = o, 

et, comme A ne peut pas être nul, il faut que l'on ait 



a = o , ou ccz=z — I . 



Prenons a = — i . Les deux plus petits exposants q^ 
viennent ensuite sont a et S — 2. Ils peuvent être égai 
ou inégaux : s'ils sont inégaux, le terme Bo (6 +1) j:^ 
ne pouvant se réduire avec un autre devra être nul 
lui-même, ce qui donnera ê = ou 6 = — i. Mais 
ne peut supposer 6 = — i, puisqu'on a déjà a =^ — i 
que a est supposé moindre que 6 : donc 6 = 0. Parmi L 
exposants qui suivent, leç plus petits sont a et y — % 



QUARÀIITE-HUITIÈME LEÇON. l3l 

ous devons les supposer égaux, car le terme A/i'jc" doit 

^ « réduire avec un autre , puisque A ne peut être nul . De 

1 /i résulte 

7=1, /l'A + €7(7 -Hi) = o. 

n trouvera de même 

S=z2, /i'B-f-D(î(5-hi) = o, 
s =3, /î'C-hEe (e+i) = 0, 
t ainsi de suite ; on en conclut 

1.2 I .2.Û 

E = 5-^5 t = o / ir > ^*^* 

I .2.34 ' .2.3.4-5 

ar conséquent 



I 71* X «' jr' 



X 1.2 I . lit . 3 . 4 

/ /l'x' /i*.r* \ 

\ I .2.3 I .2.3.4.5 " / 

Acos/zj: Bsin/z.r 



^u r = 



j: /?a: 



^)u bien, en posant A = c, - = c'. 



X = 



n 
c cosnx -h c' sin rt.r 



de 

612. Si au lieu de supposer 6 — 2 différent de a, on fait 
6 — 2==a = — i, d'oà 6 = 1, 

3e terme €7(7-1-1) o:''"^ n'étant pas nul, puisqu'on a 
^>6>i, doit être détruit par B«*a; . Ou a donc 
-3^ — 2 = 6; on aura de même à — 2 =•• 7, e — 2 = cî, etc. 
Tar conséquent , 

6 = 1, 7 = 3, <î = 5,..., 
et ensuite 

/l'A ^ /2*A ^ /i«A 

B=: , C= r-7- D=: — -— 7;, 

1.2 1.2.3.4 I.2...0 

9- 



J 
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Il en rësulle 

/i n^ X n^ x^ \ A cosnx 

\x 1.2 1.2.3.4 / ^ 

mais on n'obtient ainsi qu'une intégrale particuliè 
L'hypothèse a = o conduit aussi à une intégrale pai 
culière 

Asin/7x 

X = 

nx 

En appliquant la même méthode à Téquation 
d^r i dy ' dx 

on trouvera la série très-convergente 

(x^ af^ x^ \ 

AUTRE FORME DE DÉVELOPPEMENT. 

613. L'équation linéaire du second ordre 

, % d^y .dy ^ 

peut toujours se ramener à une équation à deux termes * 
En effet, posons y = uz. L'équation proposée deviendra 

, ^ d'^z [ du ^ \dz fdUi du ^ \ 

Déterminons u par la condition 

du 
(3) 2 — H-P«=o, 

d'où « = e- ' ^'"' : 

cette valeur étant substituée dans l'équation (a), on aur^t- 

d'^% 

(4) ^^ = R^. 

R étant une fonction connue de x. 
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dz 
614. Désignons par Â et 6 les valeurs de 5? ei de — > 

CDrrespondant à une valeur arbitraire x = a. Nous au- 
ons , en intégrant deux fois de suite , entre les limites a 
MX, les deux membres de l'équation (4)? 



dz r' 

— = B4- 1 Rzdx, 



z=A-4-B(a:— û)-H / da: I Rzril*;, 

•Ja J a 

11 bien , en posant f = A-+-B(x — a), 

JA X /%X 

I dx I h.zdx. 

Si dans le second membre de cette équation on rem- 
lace z par la valeur que donne cette même équation , 
n aura 

Jr%x /%x 

I dx j Rtdarr 
, , a Ja 

' ' r*x /»x r%x px 

-h I dx \ Rfltr I dx \ Kzdx, 

J a Ja Ja Ja 

t en remplaçant encore z par la valeur (5) 

Jnx /»«" /»•>? /»* £*x r*x 

I û?:c I Ktdx-k- 1 dx I Kdx j dx 1 Htdx 
a Ja «/a %fa Ua U a 

Jnx r%x /»* px px px 

\ dx I Rilx j dx j fidx j dx j B,zdx, 
a Ja Ja Ja Ja Ja 

615. En continuant ainsi, on obtient une suite indéfinie 

J/* X p X 

\ dx I Ktdx-^-. . . 
a Ja 

ont chaque terme se déduit du précédent en le mul- 
i pliant par "Rdx*, et en intégrant deux fois entre les 
Lmites a et x. Le dernier terme se forme d'après une 
::^i analogue, mais il contient toujours la fonction incon- 
k^iie z. Cependant on pourra faire servir le développe- 
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ment (8) au calcul de la valeur approchée de z^ si à mesuc e 
que le nombre des termes augmente, le dernier tend vers c^=^« 
C'est, en effet, ce qui arrive quand R ne devient pas in^^- 
nie dans l'intervalle où Ton fait varier x. 

Pour le démontrer, supposons que x croisse d'une m^" 
nière continue depuis la valeur a jusqu'à une valetir 
quelconque b. Soient M, jut, C les valeurs maximums <3€ 
R, z^ f, dans Tinlervalle considéré. On aura en valeixr 
absolue , 

R<M, 3<fA, /<C: 

le signe <^ n'excluant pas l'égalité. Si l'on trouve pour f- 
une valeur finie, il sera démontré que z ne peut J>^^ 
devenir infinie entre les limites a et b. 

Or, en premier lieu , on a, dans cet intervalle, 

R^<CM, 



ou 



XX 



De là on tire, en intégrant successivement, 



XX r*x ^x px i^ ^^f^) 

dx j Kdr / ^^ / fiidx<^(M^^ — fTJ 
tJa Ja Ja ' ' 

Jr%x r*x /%x ^x /»x /»x / ^-^ û 
I dx j Kdx j dx / KdT j dx j Ktdx<:,CM'- Tl 
a Ja Ja Ja Ja J a 



et ainsi de suite. 

D'un autre côté, on a 

R3<fxM, 
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par suite, / R«^x<;pM (x— n), 



J a J a 



*^ 1.2 



\' dx j Rdx j dœ r'Rzr/x<;iM»^^ ^\ 

; ainsi de suite. Donc en arrêtant le développement de z 
w +1 termes^ le dernier sera moindre que [lM.- —' 

I • 2 • • • 2/^ 

D'après ces inégalités, on déduira de Téquation (8) 

1.2 1.2.3.4 

(x — ûV" f j: — «)•" 

-+- CM» ^— ^i- -h a M- ^^ -'-■ , 

I. 2. . .2/1 I.?. . .2/1 

'est-à-dire, à fortiori, 

^ 2 ^ r 2 . . . 2 /I 

ar on a 

1.2 1.2.3.4 2 ^ 

m sait que — ^ — ou *^^^ — — — peut devenir 

^ 1.2. . .2/1 1.2. . .2/2 ^ 

noindre que toute quantité donnée 6 quand n est suflS- 
amment grand. Donc si on désigne par K la plus grande 

'aleur de - C [e(*-^)*^H- e-C*-^)*^**], quand x varie de « à /> , 

'aleur qui est indépendante de n, on aura 

]ette inégalité ayant lieu pour toutes les valeurs de x com- 
prises entre a et h, on peut remplacer z par sa valeur 
aaximum fx et l'on aura |tx <^ K -f- |ui£, 
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d'où ti<^ . 

Ainsi /x ne peut pas devenir infini , et , par suite , le 

reste de la série (8) qui est moindre que jxM" ^ , 

tend vers o, ce qu'il fallait démontrer. 

616. On arrive encore à la formule (8) (615) parla 
méthode suivante. 
Posons 

z/o) ''m <^sv- étant des fonctions de x que nous allons dé- 

d^ z 
terminer. On doit avoir -r-r = Rz ou 

d^u^ d^Ui d^U2 ^ ^ 

Or on satisfera à cette équation en posant 

En supposant que Ton ait Mo = A, — •==B poura: = û, 

dui du2 , , 

et que Mj, Mj, . . . , — » — , . . . s annulent pour a: = a, 

UX €JX 

on tire de là 

w, =:r 1 dx I ^tdx, 
Ja J a 

\ dx j ^dx I dx j RtdXi 

a %) a *Ja J a 

On démontrera ensuite la convergence de la série 

comme on l'a fait plus haut. 

d^ 2 
On traitera de la même manière Téqualion ^ — = Rz, 
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et Ton aura une série où chaque terme s'obtiendra en 
'Xàulti pliant le précédent par Rdaf" et intégrant m fois. 

617. Comme application de cette méthode, considé- 
rons l'équation du second ordre 



l 



À laquelle se réduit Téquation dite de Riccati 

^*i posant 

I dz 
z dx 

Pour plus de simplicité, supposons a = i, et prenons 
toutes les int^rales indiquées au numéro précédent, entre 
les limites o et x : nous aurons 

/ = A -hBx, 

Multipliant par af'dx* et intégrant deux fois entre les li- 
naîies o et x, il viendra 

"t = / : — T/ . - V 4- 



(wi -hi)(wH-2) (/w-h 2) (/w -h 3) 
N ous aurons de même successivement 



'^a 



(/W -hl) (/W 4- 2)(2/7l -i-3)(2/?l -h4) 

(/wH-2)('/w + 3 ) "( 2~w 4- 4 )~(^ni^ 5 ) ' 

(/w-hi)(/w -h 2) (2/w-f- 3)(2w + 4)(3'w 4- 5)(3//i 4-6) 

Bx^"*-*-'' 

{m H- 2) (/w -h 3) (2 w -H 4) (2/w 4- 5) {3m 4- 6) (3 m 4- 7) 

V ^iusi de suite. 



z=k 
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Par conséquent la valeur de z sera 



{m 4-i)(/wH-2) (w-4-i)(/iî4-2)(2//i-+- 3)(2/ii4-4) 
(//î -hi) (/w + 2) (a/w -h 3) (2/w H- 4) (3/w 4-5) (3/w 4-6) "^" 



(wi 4- 2) [m 4- 3) ^/?i 4- 2) [m 4- 3) (2 wi 4- 4) [p^'n 4- 5) 

4- 



,,.3411+7 



(/w 4- 2)(/w4-3) (2/w 4- 4)(2''' + 5)(3/w 4- 6) (3/iï4- 7) 

Dans le cas où m = o, cette formule se réduit à 

.e'4-^"~' ^C — c~* 

z=:A h B = AV4-B'c-* 

2 2 

qui est bien l'intégrale de Téquation 



(ix^ 



= z. 



IBTTÉGRATIOJS d'uNE ÉQUATION DIFrÉRENTIFLLE A l'aIDE 

d'intégrales définies 

618. Soit Téquatiou 

d^ Y m dy 

m et h} désignant deux constantes : admettons que sou in- 
tégrale puisse être développée en série convergente pro^ 
cédant suivant les puissances ascendantes de x, et posons 

j = Aar*4- Ba;^4-...4- La:^4- Mj:^4-. ... 
En substituant cette valeur dans Téquation, on aura 



Aa(a — i) 
mkoL 



ar«-^4-B6(6-i) 
4-/WB6 



x^— '4-...4-Mfx(f*— 1) -^/*--2 
4- /w M p 

4- 2 A*Aar^-4- 2A'Bx^4-. . .4- aA'Lx^ 4- 2/i»Mx^4-... ) 

Pour que cette équation soit identique , il faut d'abord 
que Ton ait 

a ( a — 1 4- /w ) = o , 
c'esl-à-dire a = o ou a = i — ///. 



/ 
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Sî Ton prend d'abord a = o et que l'on procède comme 
il sk été indiqué au n^ 611 , ou trouvera la série 

r h'x^ h* r} 1 

•^' L'~~/w-f-i i.2(m -hi){/w-h 3) '* J 

^^i l'on fait au contraire a = i — /n, ce qui revient à 
cKs^Tiger m en 2 — m , on aura 

L 3 — m 1.2.(3 — /w)(5 — /w) J 

Jft. ^t j^i sont deux intégrales parliculièrcs contenant cha- 
ciXïie unç constante arbitraire. Leur somme j^i + ^j sera 
doxic l'intégrale générale. 

619. On peut remplacer les séries ji et yf par des 

i*xt:égrales définies. En effet, entre les coeflScients L et M 

d^ deux termes consécutifs dans la série j^,, on a la re- 

lsit:ion 

A' M = Lp ;' 1 — /w — ip). 

Or on déduit de la formule (D) (I, 338) une relation 
analogue entre deux intégrales définies, savoir: 

Jr^'^ 2P—I r'^'^ 
' cos^^ a sin*""' oLdoLz= — / cos'''"' a sin "*~ ' a e/a . 

Le rapport de ces deux intégrales est, à un facteur con- 

M 
L 



siant près, égal au rapport — •, si donc on pose 



'27T 

M = An I cos'''asin"*~'a^a, 



. Jo 

/»27r 
L = A^_i I cosV-' a sin'"-' end a, 
*/ o 

^^ aura 

M A„ 2/7 — 1 /*' 



L Ap^i 2.p -h m — I p (i — m — 2/?) * 

'^ïïc A;, = - . ^^ A„_, . 

D'après cette formule et observant que A^ n'est aqlre 
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chose que A, ou aura 

1.2 1.2.3.4 1.2. ..2/? 

et, par conséquent, 

M« = A -^ — I cosV a sin«"' a r/a , 

r.2...2y;Jo 

et j^, = > A i ^ j cos'/» a sin»»-' ar/a, 

-^^ 1.2...2/? Jo 

ou bien 

Jo \ 1.2 1.2.3.4 / 

Maïs l'expression entre parenthèses égale cos {Jix ^cos(3t). 
On a donc enfin 

J/»7r 
f COS {hx y^ cosa) sin"'"' a^/a. 
o 

La seconde série se déduit de la première en changeant 
m en 2 — m. On aura donc 

y^^= A' I cos(A.r y^cosa) sin'"'"a</a. 

620. La valeur dej^i devient illusoire quand on a m = q 
ou m <[ o. En effet, si m = o , Fintégr^le 



X 



TT 



cos(Aa: V^ cosa) sm'"""*afi?a 

o 

est plus grande que 

k désignant une quantité moindre que la plus petite 
valeur de cos(Aj; v^ cosa) quand a varie de o à 7r. Or 



X 



— = 00 . Donc la première intégrale est infinie quand 

^ 



w = o, et à plus forte raison quand on a m <^ o. 
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De même la seconde intégrale n'aura une valeur finie 
<iue si a — m est positif, Donc y, -f-^j ne représentera 
l'intégrale générale que si m est compris entre o et 2. En 
dehors de ces deux limites , Tune des deux formules tora- 
I)era en défaut^ mais Fautre pourra être admise et ser- 
vira à trouver Tintégrale générale par le procédé du 
n^608. 

621 . Examinons maintenant quelques cas particuliers. 
1**. rw = o. L'équation se réduit à 

Pour déduire son intégrale des formules précédentes, ob- 
servons que la valeur de j^„ qui est encore admissible, se 
réduite 

j^a==A'x I cos(Ajr ^cosa)sina£^a 

= — n 1 cos \hx ^ cosa) d,{hx ^ cosa) 

Au moyen de cette première intégrale on trouvera 

^ =r c s\n{/tx v/2) -h c' cos(^j: y^). 
2^. m = a. La valeur dej^^s est illusoire, mais celle de 
7i subsiste et donne C sin \hx >fi) pour intégrale parti- 
culière» On en déduit l'intégrale générale 

c sin {.hx ^) 4- c' cos{lix y^) 

X 

3°. m := I . Le rapport de /i à j^ est constant , et ces 
ueux intégrales ne sont plus distinctes. Dans ce cas, on 
posera m = i-f- A et l'on appliquera le procédé de d'A- 
lembert. 
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QUARANTE-NEUVIÈME LEÇON. 

o 
Équations dijférentiellcs simultanées. — Elimination d'une Tarîable entre 
deux équations différentielles. — Systèmes d'équations du premier ordre 
équivalents à une ou à plusieurs équations d'un ordre quelcoaque. — 
Théorèmes sur les intégrales des équations simultanées du premier 
ordre. — Intégration des équations simultanées du premier ordre. 



ÉLIMINATION d'uNE VARIABLE ENTRE DEUX ÉQUATIONS 

DIFFÉRENTIELLES. 

622. Soient 

dy d^y dz dfz\ 

dy d^y dz dHz\ 

deux équations qui renferment deux fonctions j' et z d'une 
variable indépendante x et leurs dérivées de divers ordres. 
En éliminant y entre ces équations, on obtiendra une 
équation différentielle à une seule variable et dont l'inté- 
gration fera connaître z. 

Pour opérer cette élimination, on différentiera n fois 
la première équation et m fois la seconde; on aura ainsi 
m -^^ n -^ 1 équations entre lesquelles il sera possible 

d'éliminer par les moyens ordinaires de l'algèbre les 

dy ^ Y d'^ ' * Y 

m 4- » H- I inconnues jr, —, ^,» • • m ^^^^^^ L'équation 

tinale à laquelle ou parviendra sera, en général, d'un or- 
dre égal au plus grand des deux nombres /i4-^, m-^-q^ 
cet ordre peut toutefois être moindre, si l'élimination a 
pu s'effectuer sans employer les m-|-/ï-|- a équations. 

623. Plus généralement, si Ton avait r équations dif- 
férentielles contenant une variable indépendante x et r 
fonctions) , z^ u^. . . de cette variable, on éliminerait/ 
entre ces r équations, ce qui donnerait r — i équations 
entre z, Uy etc. On éliminerait ensuite z entre ces r — i 
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équations, et ainsi de suite. On arriverait ainsi à une 
quation différentielle ne renfermant plus qu'une seule 
des fonctions inconnues. 

SYSTÈMES d'équations DU PREMIER ORDRE ÉQUIVALENTS A 
CITE OU PLUSIEURS ÉQUATIONS d'uN ORDRE QUELCONQUE. 

624. On peut remplacer une équation différentielle 
d un ordre quelconque à deux variables par un système 
d'équations simultanées du premier ordre, en représen- 
tant par une lettre chacune des dérivées, excepté celle qui 
est de l'ordre le plus élevé. Ainsi l'équation 

est évidemment équivalente aux équations suivantes : 

(/(-.r,r',r",^)=o. 

625. De même les équations 

!- / dy d"y dz dP z\ 

/ dy d'y dz dl z\ 

dans lesquelles nous supposerons m^n^ q^p^ peuvent 
être remplacées par le système des équations du premier 



ord 



re 



(4) 



^r _ . dy r/.j ('«-') 

dz , dz' „ d.zi'i-^) 

dx dx dx 



i^^y^y 



dx 

<n ,, / d.z(9-<r 
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Eu général ^ étant donné un nombre quelconque d'é* 
quations difTérentielles renfermant une variable indépen- 
dante et plusieurs fonctions de cette variable, si l'on repré- 
sente ces dérivées, à l'exception de celles dont Tordre 
est le plus élevé, par des lettres, on aura un système d'é- 
quations simultanées et du premier ordre qui sera équi- 
valent aux équations proposées. 

THÉORÈMES SUR LES INTÉGRALES DES ÉQUATIONS 
SIMULTANÉES DU PREMIER ORDRE. 

626. Supposons , pour fixer les idées , que l'on ait à 
intégrer trois équations différentielles simultanées et du 
premier ordre entre une variable indépendante x et trois 
fonctions y^ z, u de cette variable* On pourra en gé- 
néral résoudre ces équations par rapport aux dérivées 

-~î — ? — et les remplacer par des équations de la forme 

€mC %m3C €i%JL 



dx 


Q 

p' 


dz 
dx 


R 
= P' 


du 
dx 


P 




dx 
P 


djr 


dz 
R 


du 





ou 

(') 

p, Q, R, V étant des fonctions déterminées. Le problème 
proposé revient donc à établir entre les variables x, y y 
Zy u des relations telles, que les différentielles de ces^ 
variables soient proportionnelles aux fonctions P, Q, 
R, V. 

Je dis maintenant que les relations cherchées doivent:^ 
contenir trois constantes arbitraires. En effet, les équa — 
tions (i) déterminent seulement les accroissements înfi — 
niment petits des variables j^, z, u pour un accroissemenC^ 
infiniment petit de x. On peut donc prendre à volonté 
les valeurs de j^, z et u pour X'=.a, En raisonnant 
comme on l'a fait pour une équation différentielle à 
deux variables, on voit que j, 2 et u sont des fonc^ 
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^ions déterminées de x, dépendant nécessairement de 
l^urs valeurs initiales, tout à fait arbitraires. Les équa- 
tions intégrales doivent donc contenir trois constantes 
^.i4)itraires. Ces constantes peuvent d'ailleurs être rempla- 
c^^s par d^autres ayant avec elles des relations arbitraires, 
pourvu qu'on puisse déterminer les nouvelles constantes 
de manière que y^ z et u aient des valeurs données cor- 
i:*cspondant à une valeur donnée de x, 

627. On arrive à la même conclusion par la série de 

Taylor. En effet, si Ton représente par y^î (^)' c^^--» 
les valeurs de y et de ses dérivées pour a: = a, on aura 



r=r--»-l^| (ar-njH-l-j:^) L__1_H..... 



Elnsuite des équations 

^j_Q €fe_R ^_V 
^""•^' ^^^^ ^~"p' 

On peut déduire -~- en fonction de x, y, s, u\ par con- 

^cquent | -^ j dépendra des valeurs arbitraires attri- 

i^uées à y^ jz\ u pour x:=. a. Donc le développement de y 
^«ntiendra trois constantes arbitraires. Les valeurs de z 
^t de u dépendront aussi des mêmes constantes. 

. Les raisonnements que nous venons de faire s'étendent 
^^idemment à un nombre quelconque d'équations. Par 
Conséquent m équations du premier ordre entre m -f- i 
"^^ariables et >çui péui^ent être mises sous la forme (i), 
^^^mettent toujours m intégrales contenant m constantes 
^arbitraires. Ces constantes doivent être telles, que l'on 
[(fuisse donner à m des variables des valeurs arbitraires 
^our une valeur quelconque attribuée à la (m -+- 1)'' va- 
**îable. 

628. Dans ce qui précède on a supposé que les équa- 

II. 10 
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lions proposées pouvaient èire résolues par rapport mi 
dérivées — ? -jz"' Dans certains cas particuliers cette ré- 
solution est impossible. Par exemple, si l'on avait 

dx . dz 

(1) 



dx dx ' 



dr dz 

en cherchant à éliminer Tune des dérivées ^ on tm* 
veraît Téquation 

(2) y — 2JÎ* = o: 

Cette équation peut remplacer Tune des deux proposées. 
En portant la valeur de y qu'elle fournit dans la pre- 
mière des équations (i), on aura 

dz 

—- -f.5 j: = o, 

dx 

d'où Ton déduit 

2 

Ainsi quand on ne peut pas résoudre le système p^ 
posé par rapport à toutes les dérivées , le problème ^ 
simplifie, parce qu'il existe alors entre les variabl^ ^ 
certain nombre de relations algébriques , au moyen des- 
quelles on peut faire disparaître les dérivées 4on^ '^ 
système n'a pu fournir la valeur. Seulement dans ce cas 
le nombre des constantes n'est pas égal au nombre i^^ 
fonctions. 

IRTAgRATION des ÉQCIATIONS SIMULTAKÉBS DU VïMtSt'^ 

ORDRE. 

629. Soit 

. . dx dy dz du 

un système d'équations simultanées. Nous avons vu qu^' 
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a^tait trois équiitions intégrales, 

■ 

IF| (^, >> ^f «> <^y ^y <?'*) = O, 
F, {x, j, z, a, c, c', c^) = o, 
F. (jt, ^, 1, a, I?, c', c^) = o, 

!7, c'j c^' étant des constantes arbitraires. Ces émiations, 
résolues par rapport aux constantes, peuvent être rem- 
placées par le système 

(3) 0L=c, 6 =: c', 7 = c" ; 

X, ë, y désignant trois fonctions de x, ^, z et u sans 
constantes arbitraires. On peut donc trouver trois fonc- 
tions de x^j^", Zf u qui conservent des valeurs constantes 
qpiand on y fait varier simultanément toutes les varia- 
bles. 

Remarquons d'abord que les fonctions P, Q, R, V ne 
peuvent pas être k la fois identiquement nulles , car alors 
les équations (i) n'offriraient aucun sens. 

Admettons donc que P ne soit pas identiquement nul 
et prenons x pour variable indépendante. Je dis que P 
Qe pourra pas même s'annuler en vertu des équations (3) . 
En effet , l'équation P = o ne renfermant pas de con- 
stante arbitraire, on ne pourrait pas se donner à volonté 
des valeurs dey, z, u pour une valeur quelconque de x. 

Supposons donc P différent de o, excepté pour des 
Valeurs particulières de x. En différentiant l'équa- 
tion a = c, on a 

da, , doL , ' doL . dot ^ 

-r- dx-^ --— dy H- — - az + -;- rfa = o. 

or djr dz du 

Mais oL=z c étant une intégrale des équations (i), les 
différentielles dx^ dy^ dz^ du doivent être proportion- 
nelles à P, Q, R, V5 on aura donc 

<?^ ^ ^OL ^ doL ^ doL „ doL 

10. 
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Cette équation doit être identique; autrement elle éta- 
blirait une relation entre les variables x^yyZ et ii etloii 
ne pourrait pas donner des valeurs arbitraires ky^z^n 
pour une valeur particulière de x. 

On aura donc les trois équations identiques 

' doL doi doL doL 

dx dy dz du ^ 

p^-HQ^^.R^+V$^ = o. 
dx dy dz du 

630. Réciproquement si Von trouve une fonction 9 
des variables x^ y, z^ m, sans constante arbitraire , tett^> 
que Von ait identiquement 

V— O— K— V— — 

^ ' . dx .dr dz du ' 

V équation 

sera une intégrale des équations simultanées 

dx dy dz du 

En effet , on a 

_ /rfÔ d^ dy dBdz d9 du\ 
\dx dy dx dz dx dudx) ' 

donc j, z et u étant des fonctions de x telles, que Ton ai 

dy __Çl ^^ __ ï^ ^^" — ^ 
"Sx""'?' di^¥' 5ï""p' 

on aura 

_dx/. dB Q^ .«^ , yf^^ 
9 \ dx dy dz du 

mais la quantité renfermée entre parenthèses est nulle 
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par hypothèse, donc 

dB=z Of ou ô c= c. 

Il suit de là que si l'on trouve trois fonctions a, 6, y qui 
substituées à satisfassent identiquement à Téquation (i), 
les équations 

(3) a = c, 6=c', y=zc" 

seront les intégrales cherchées. 

631. Des intégrales (3) peuvent se déduire une infi- 
nité d'autres, car x^ y^ z, u variant de manière que 
les fonctions a, 6, y conservent une valeur constante, 
toute fonction de la forme (f (a, S, y) conservera aussi 
une valeur constante. 

On peut d'ailleurs vérifier directement que l'équation 

(4) (p(a, 6, 7) = c 

est une intégrale des équations (2). En effet on a 

/ dff d<fda d(fd^ d^dy 
dx dot. dx r/6 dx dy dx 

d(f difdoL dfdS dtfdy 
efy .dadjr d^ dy dy djr 

df dfdat d<fd^ d<fdy 
dz doL dz d^ dz dy dz 

I d(f d^da, dff d^ d<f dy 
\ du doLdu d^ du dy du 

Si Ton multiplie ces équations respectivement par 
l^, Q, R,V et qu'on les ajoute, le second membre sera 
nul en vertu des équations (6) du n** 629. On aura donc 

dx dy dz du 

^'est^^àrdire que f mis à la place de 6 satisfait à l'équa- 
tion (i). Donc ç == c ect bien une intégrale des équations» 
proposées. 

632. On peut même démontrer que toute fonction ^ 



(5) 
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de Xj y, z^ u qui satisfait à ^équation 
«^® ^^* »^® ^^^ 

doitserédtâireà une fonction de a,fi,)r. Eln effet, siHt 

(2) d=ro(x, j,<,«); 

posons 

(3) a=/(x, j-,«,ie), 6=/,(jr,j,a,ie), 7 =>•(*»/.»» «)» 

on peut tirer de la les valeurs de y^XyU en fonction de a, 
S, 7 et x; en les substituant dans la yaleur de 9, on aura 

(4) G=ir(a,p,7,*). 

Or je dis que x ne doit pas entrer explicitement dans 
cette équation. En effet, en mettant oette yaleur de ^ daiu 
Téquatioii (i), on aura 



(die doL dir d^ dn dy dn \ 
dadx d^dx dy dx dx ) 




dicd^ dn dfX 
^ j 1 1 

/dicda dit d^ dn dy\ 
\dadz d^ dz dydtj 

/ dicda ' died^ dndy\ 
\d9.du d^da . dy du ] 

Mais les fonctions a, 6, y satisfaisant à Féquation (i^ 
Féquation (5) se réduit à 

du 
ou a -— =0) 

dx 

puisque P ne peut être nul que pour des valeurs parti-* 
culîëres des variables. Ainsi la fonction tt ne contient 
pas X explicitement et se réduit à une fonction de a^ 
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CINQUANTIÈME LEÇON. 

Suite des équations simultanées. — EquttioDS liDéaiMS : ca» de d«MX équa- 
tioDs; — cas de trois équations. — Réduction du cas général au cas où 
le9 équations sont privées de second membre. — Méthode de M. Canchy. 
— Remarqué sur les équations linéaires. 



ÉQITiTIOlîS LIlfÉAlIlES SIMIILTAlfÉES. CAS DE OTUX 

ÉQUATIONS. 

633. $i Ton ajdeux équations linéaires du premier or- 
dre entre une variable indépendante x et deux fonc- 
I tions^ et z de cette variable, en éliminant tour à tour 

2~; et — î on obtiendra deux équations de la forme sui- 

vaate : 

' Q9 ^9 P') ^^-9 désignant des fonctions de x. 

On pourrait appliquera ces équations le procédé d* éli- 
mination exposé plus haut (622), et Ton parviendi^ait à 
^i^e équation linéaire du second ordre k deux variables ; 
^aîs il est plus avantageux d'employer la méthode sui- 
^^nte qui' a été imaginée par d'Alembert et perfectionnée 
par Ampère» 

Ajoutons les équations (i) après avoir multiplié la se- 
conde par une indéterminée 6 : nous aurons 

(a) ^-+-«^ + (P -H P'd)r -i- (Q -hQ'«)i; ar V -f- V'Ô. 

c- AI » • dr dz . 1 , 

31 était une constante, y- "^ ® T" serait la dérivée d» 

.T H- z ; posons donc 

(3) 6 =r J- -h ô Z,.. 
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il en résulte y = t — Oz et 

dy Bdz __ di d9 

dx dx djr dx 

L'équation (a) devient alors 

(4^^-«^^-(P-^P'ô)(/-ô4-^(Q^-Q'ô)«=v+v'e. ■ 

Or z n'entrant dans cette équation qu^à la première 
puissance, on éliminera cette fonction en égalaAt son coei- 
ficient à zéro et Ton aura les deux équations 

dB 
(5) _ ^- (p -|_ p' 9) — Q — Q' ô = o, 

(6) ^-^(P^.p'e)f — V — v'ô=o. 

dx 

L^équation (5) ne contient que et x ; elle détermina 
donc B. Mais, quoique du premier ordre, elle n'est p^ 
linéaire, et l'on ne saura pas en général l'intégrer. Cepei^' 
dant si l'on connaît seulement deux intégrales particulî^ 
res 01 et 0^ de cette équation, la question proposée pour^ 
être résolue. 

En eflfet, ces valeurs étant mises à la place de Q dai^ 
r équation (6) qui est linéaire, on en déduira deux valeu:^ 
correspondantes de t, t^ et /,, contenant chacune une co^ 
stante arbitraire. On aura ensuite y eiz au moyen des deu 
équations 

Les valeurs de / et de z ainsi obtenues contiendroni 
deux constantes arbitraires, puisque ft et fj en contien- 
nent chacun une. 

634. Dans le cas où les coefficients P, Q, P', Q' sont 
constants, on peut supposer ô constant dans l'équation (5). 
qui se réduit alors à 

(7) (P-f-FO)Ô — Q — Q'e = o. 

Cette équation est du second degré et donne deux racines 
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constantes que Ton peut prendre pour 6] et di, si ces raci- 
I nés sont inégales. 

Si les racines de Féqùation { j^) étaient égales, on n'au- 
rait qu^une valeur de 6. Mais dans ce cas Téquation (5) 
peut se mettre sous la forme 



ou rr r -f- ^' dx = G, 



E* dB 
\ ou 

équation dont l'intégrale générale est 

I 



ô=:a-i- — 



Fx + r 



Gomme on n'a besoin que de deux valeurs particulières 
de 0, on les choisira de la manière la plus simple en faisant 
successivement c = o, c = oo , d'où 

ô, = a -h 77; — 9 ôa=:a. 

P X 

Les équations (i) peuvent donc toujours être intégrées 
quand les coefficients P, Q, P', Qf sont constants. 

INTÉGRATION n£ TROIS ÉQUATIONS LINÉAIRES. 

635. La méthode précédente s'applique avec quelques 
Modifications à l'intégration de trois équations linéaires 
^*ûiultanées à quatre variables x, y, z, w. Ces équations 
Pavent d'abord être mises sous la forme 

dx 

dx 
Ajoutons ces trois équations après avoir multiplié la 
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seco.nde par 0, la troisième par X. On a ainsi 

= V-+- v'e + v"x. 
Posons 

,, , dy dz du _^dt dQ d\ . 

dx dx dx dx dx dx 

L'équation (i) devient j 

^ ^^ ' 4- (Q -H Q' -i- Q''^) 2 -h (R -h R'O -h R'' X) a 

Cette équation ne renferme z et m qu'au premier degré» 
En égalant à zéro lés coefficients de ces variables , on ré- , 
duira donc Téquation (3) aux suivantes : 

(4) ^-♦-(P^P'9 4-P">)Ô~Q — Q'Ô— Q^> = o. 

* dx 

(6) ^-f.(P-f-P'9H-P''X)f— .V — V'Ô— Vn=o. ' 
dx 

Les deux premières équations ne contiennent que 6 et 7^ 
elles sont du premier ordre, mais non linéaires» On ir 
sait donc pas les intégrer en général. Néanmoins, si l'oi^ 
connaît trois intégrales particulières di, 69, 0s et trois va 
leurs correspondantes ^i, X,, X„ on pourra déterminer le^ 
int^rales cherchées. En effet, pour un système de valeurs^ 
simultanées Bi et X^, l'équation (6) qui est linéaire et du 
premier ordre donnera une intégrale correspondante^!, 
«'ontenant une constante arbitraire. On aura de même 
deux autn^s. valeurs 1^ et ^3 correspondant aux deux autres 
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'. systèmes d, et X,^ 0, et X,. Les trois intégrales seront donc 

{i) \ J -h Ô,« 4- ^ji« = /„ 

Les valeurs dej^, r, a qu'on en déduira contiendront cha- 
cune trois constantes arbitraires. 

636. Dans le cas où les coefficients P, Q, R, P, etc., 
sont constants, les équations (4) 6t (5) sont satisfaites 
par les valeurs constantes de 6 et de X que détenninent les 
équations 

(8) (P-+-P'eH-P''^)e — Q — Q'e — Q"x=:o, 

(g) (P -h P'O -h P">) \ — R — R'Ô — R"X = G. 

En portant dans la seconde équation la valeur de X urée 

de la première, on aura une équation du troisième degré 

en 6, qui fournira, en général, trois valeurs distinctes de 

cçtte variable, 6i, Oi, ôj. L'équation (8) étant du premier 

degré en X, fournira trois valeurs correspondantes X|, X,* 
\ 

L elimii^tion peut se faire de la manière suivante. En 
posant 

(ïo) P-hP'6-+-P"^ = p, 

^D aura les trois équations 

IP — p-hP'Ô-hP"X = o, 
QH-(Q'-p)0-+-Q"X=o, 
R-+-R'0-t-(R" — p)X = o. 

L'élimination de et de X entre ces trois équations donne 
^ équation finale 

(p-P)(p~Q')(p-R") 
^^'Q'^fp — P) — RP" (p — Q') - QP' (p - R") } == o. 

^QR'P" — RP'Q" 
Soient pi, ^2, jOa les trois laiincs cie relie équalion 
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L'équation (6) prenant la forme 



on aura 

t=z e 



On en déduira, en remplaçant tour à tour p par pi, p 
trois valeurs de f, savoir /i, <t, /, contenant cbs 
une constante arbitraire. On aura donc pour les 
grales cherchées les trois équations 
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637. On peut suivre dans l'intégration des équa 
linéaires simultanées la même marche que dans les < 
tions différentielles ordinaires, c'est-à-dire ramener 
général au cas plus simple où les équations pro[ 
seraient privées de second membre. Nous allons effc 
cette réduction dans le cas où les coefficients des pre 
membres sont constants. • 

Remarquons d'abord que si l'on connaissait trois 
mes de fonctions, ( jj, Zi, Wj), (y,, ^», Uj), ( js, z 
satisfaisant aux équations 

dy 

-^ H-Pjr-hQzH-Ra=:o, 

(î) f ^ -f-P'jr + Q'z-hR'«=:o, 
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Ou y satisferait encore en posant 

tf == C, W, -h Cj «a -h C3 II3, 

comme on s'en assure par la substitution, et l'on aurait 
les intégrales générales puisque ces formules contiennent 
trois constantes arbitraires Cj, Cg, c^. 

Cherchons maintenant à résoudre les équations (I) par 
des valeurs de la forme 

(i) r=^"^^ z^z^e-P', u=ye-P% 

p, fx, V désignant des constantes inconnues. La substitu- 
tion de ces valeurs donnera les équations 

!P — p-f-QfA-hRv=o, 
FH-(Q'-p)fx-hR'v = o, 
P"-hQ'V-+-(R''-p)v = o. 

L'élimination de fx et de v entre ces équations conduit à une 
équation du troisième degré en p, la même que l'on a dé- 
duite, par l'élimination de d et de X, des équations 

{ p — pH-p'e-i-p"). = o, 

(3) QH-(Q'-p)ô4-Q"> = o, 

( R-hR'0-f-(R" — p)a=o, 

car on arriverait à ce dernier système en ajoutant les équa- 
tions (2) respectivement multipliées par 0, i et i, et en 
déterminant et X de manière que les termes qui contien- 
ïieut (Ut et V disparaissent d'eux-mêmes. 

Les trois valeurs de p étant désignées par p,, p,, ps, et 
les valeurs correspondantes de ijl et de v par/ix^, pi,, (Xj ; 
^i5 ^ii ^«> on aura trois solutions particulières d'où l'on 
déduira la solution générale 
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638. Prenons maintenant trois équations avec lecovd 
membre 



\ 



dr 



Ui \ J-+- Fr-h Q'« -f- R'« = Y', 



I 



or 



Cherchons s^il est possible de satisfaire à ces équations 
par les expressions (4)9 mais en r^ardant Cf, c%^ c% comme 
des fonctions convenables de x. On aura 

dr 



djc 



- Pt' ~ ^ e P*' -7- 4- € f^'^- 
dx dx dx 



On aurait de même -7- et -7- En substituant ces valeurs 

dx dx 

dans les équations (II), les termes qui renferment Ci, c«) ^s 
sont nuls en vertu des équations (4)9 et il reste 

dx dx dx 

(5) ) ,.,-P.xg 4-^«-^.'|' + ,^.-^.'Ê = V'. 

dx dx dx 

De ces équations on tirera les valeurs 
,>. . de, dc^ ^1 _ 

Xi» X«9 X» étant des fonctions de or: d'où Ton conclura 

Ci= j x^dx-{-Ctf 

(7) ( ''2= I x^dx-hCiy 
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Ces Valeurs, 8ub«tituées dans les formules (4)^ donneront 
les intégrales du système (II). 

MÉTHODE DE M. CAUCHY. 

639. Soit proposé d'intégrer le système 

Cherchons des fonctions Y, Z,Uqui, substituées à la 
place de y, z, u vérifient les équations 

dr 

-^ -4- Pj -h Q« -^ Rifc = o, 

(2) { :r-^Pr + Q'2 + R'tt = o, 

®t telles, que pour x= a on ait 

Y = F(a), Z=:F,(a), U = F,(a). 

Pour trouver des fonctions Y, Z, U qui remplissent ces 
Conditions , il suffira de déterminer les constantes qui en- 
^^ent dans les intégrales générales du système (a). 

!jr = ff [Xy C„ C„ Ta), 
Z =2 y,(.r, c, t'a, C3), 
W=©2(J7, C,, Ca, C3 ), 

^6 manière que Ton ait 

/ F (a) = (p (a, c,, Cs, ^3), 
v4) I F,(a) = 7, (a, c,, fa, Ta), 

( F,(a) = »a{«, C,, Ca, Tj). 

On aura les fonctions cherchées en portant dans les équa- 
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lions (3) les valeurs de C|, Cs, Cj déduites des équa- 
tions (4). 

640. Maintenant je dis que les équations ( i ) seront 
satisfaites en posant 



(5) 



«/o •^o «/o 



En effet, diaprés l'hypothèse, on aura 

— rfa + FW, 



±=:f 

d^ Jo 



et, en substituant dans la première des équations (i)- 
F(*)= r ^rfaH- P r'yrfa-hQ r Z£/a 



"X'" 



flra-hF(x). 
Cette équation est identique, car elle revient à 

rfa /^^ H- PY -f. QZ + RU ] = o, 



r 



et la quantité renfermée entre parenthèses est nulle ^-* 
hypothèse. On vérifiera de même que les deux auC^ 
équations du système sont satisfaites. 

On a donc une solution particulière du système (i. . 
désignons-la par [j^ , Z|, i/^ ) . Mais si dans les équations ^ 
on remplace j, z, u par yH-^i, z -{- z^^ u-i-u^^^ 
obtiendra le système (a) . Donc, en ajoutant aux valeurs Ç - 
les intégrales générales (j^ z, w), des équations privées C^ 
second membre, on aura intégré complètement le sy^ 
tème (i). 

REMARQUE SUR LES ÉQUATIONS SIMULTANÉES. 

641. Soient 

F(^» Xf/y 2,3'.) =o, 
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équations simultanées du premier ordre, dans les* 
îs y' et jz' désignent ^ et — • Soient 

jr = ç (a:, a, b) 

ivraies complètes du système (i), a et i étant deux 
intes arbitraires. Les équations (i) doivent devenir 
ques quand on y remplace j^ et z par les valeurs (a). 
si l'on pose 

dx dz 

da da 

du, d'^j dy* 

dx dadx da 
du _^ d^z _^dz' 
dx dadx da 

ra, eu différentiant par rapport à a les équations (i) , 

! dî dî_du dî ^^^ 

dy dy dx dz dî! dx ' 

rfF d^du dF d¥^^ ___ 

dy dy dx dz dz^ dx 

riverait encore aux équatiov (4) ^i^ posant 

dy dz 

différentiant les équations (i) par rapport à i. Il 
là que si l'on considère ueiv comme des fonctions 
mes, le système (4) admettra les solutions particu- 
[ 3 ) et (5) . Donc ses intégrales générales seront (637) 

''=^Ta'^^Tb' 
dz ^ dz 

désignant deux constantes arbitraires. 

II 
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lutêff-ation des équations aux différentielles partielles. — Équations qui se 
ramènent aux équations difTérentielles ordinaires. — Élimination des 
fonctions arbitraires. — Équations linéaires et du premier ordre à deux 
variables indépendantes. — Cas de trois variables indépendantes, 
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^ÉQUATIOIÎS QUI SE RAMÈNENT AUX ÉQUATIONS DIFFÉREN- 
TIELLES ORDINAIRES. 

642. Le problème qui fait l'objet du calcul inverse des 
Jiflërences ou des différentielles partielles consiste à cher- 
cher une fonction connaissant une relation entre cette 
fonction, les variables dont elle dépend, et une ou p^i- |i| 
«ieurs dérivées partielles de celte fonction, prises par rap- 
port à ces variables. 

643. Nous commencerons par un cas particulier très- 
simple, celui où l'équation donnée ne renferme que oes 
dérivées relatives à une seule variable. Il faut alors trai- 
ter l'équation comme une équation différentielle or^^" 
naire, mais en ajant soin de remplacer les constar»-^^^ 
arbitraires qui entrent dans l'intégrale par des foncti^^^^ 
arbitraires des autres variables. Soit, par exemple, 

au - 
en regardant j comme une constante, on a, 

et en remplaçant la constante C par une fonction ar----^ 
traire Ae y^ 

On trouvera de même que l'intégrale de l'équation 

du 
XY — — \- au z=: o 

-^ dy 

est y» «' = 7 (a-), 

y (.r) désignant une fonction arbitraire de x. 



-Se: 

ICI I 
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644. Ce procède peut quelquefois s'étendre k des équa- 
tions où entrent des dérivées partielles relatives à deux 
variables. Soit, par exemple, 

, , d^u du 

ri d^ 

En posant — = p, on a 

dp 

équation linéaire et du premier ordre qui donne 

(2) /? = r— /L(ar)H-x \ yef^ dy^, 

d'après la dernière formule du n^ 508, la constante arbi* 
traire c étant remplacée par la fonction arbitraire ç (x). 
Si maintenant on intègre l'équation (12) par rapport 
i x, on aura 

^ij) désignant une fonction arbitraire de y. Comme 
^'ailleurs 



/ 



jre»rdjr=:—(ajr- i), 



^^ ^e f(f(x)dx peut être remplacé par une fonction ar- 
Wtraire ;^ (ar), on aura définitivement 

I r' 

« = + (r)-+-<^-^x(^)-+-;^(«j--0- * 



ÉLIMINATION DES FONCTIONS ARBITRAIRES. 

645. Si entre l'équation 
(0 F(x,jr,c)=zo, 

^Ù c désigne une constante arbitraire, et sa difTérenlielle 

rfF , d¥ , 

• M. 
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on élimine c, Téquation résultante 

exprime une propriété commune à toutes les équations 
que Ion obtient en donnant à c différentes valeurs, et, 
par suite, une propriété relative à la tangente de toutes 
les courbes représentées par Téquation (1). 

Un théorème analogue a lieu pour les équations où 
entre une fonction arbitraire de deux fonctions des 
mêmes variables. Soient, en effet, 

a =/, (.r, ^, z), 6=/,(x, j, z), 

deux fonctions déterminées des variables x, jr^ z\ éta- 
blissons entre a et S une relation arbitraire 

(3) . 6=(p(a). 

w^ dz dz 

Posons -=;,, -=<i, 

et difTérentions tour à tour Téquation (3) par rapport ^ "' 
et par rapport ày ; nous aurons 

i d^ d^ ,, , (doi da. \ 

(4) 

et en éliminant la fonction 9' (a) entre ces deux éqi^ 
tions, nous obtiendrons une équation de la forme 

P, Q, V étant des fonctions de x, y et z. 

Cette équation exprime une propriété commune à toi;-- 
tes les équations de la forme 

et, par conséquent, une propriété commune au plan tan^ 
gent de toutes les surfaces que ces équations représentent.- 
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646. On arriverait encore à récfualion 

si les fonctions a et S étaient liées entre elles par une équa- 
tion de la forme 

(l) (p(a, ê) = 0, 

En effet, on aurait, en différentiant Téquatioii (i) par 
rapport à j: et à /, 

df fdoL doL \ df^ 



. doi \ 



r 



dx'^dz^J '^ dl\di'^dl^) "^^ 
I dif /doL d% \ do (dt rf6 \ 

Ces deux équations ne renferment que le rapport des 
deux dérivées partielles ^, —• En éliminant ce rap- 
port, on retombera évidemment sur une équation de la 

forme 

P^-hQ7== V. 

647. On ramène à l'un des cas précédents Téqualioii 

F étant une fonction déterminée, y (a) une fonction arbi- 
^ï'aire, et a une fonction déterminée y", (x, y^ z). En 
^ftet, si l'on pose 

^*^ aura F (ar, ^, z, 6) = o, 

d'où résulte 

A^insi l'équation (2) établit une relation arbitraire entre 
deux fonctions déterminées des variables x^y et -z. 

648. Soient maintenant trois fonctions de quatre variâ- 
mes, x^y^ z et M, savoir: 
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et, tf désigDaut une fonction arbitraire, supposons (pie Vod 
ait Téquation 

. Posons , pour abréger, 

du du du 

et différentions Téquation (1) tour à tour par rappo^ 
à or, / et z *, nous aurons 



d^ I doL doL 



da\dx ' du^ J ' d^\dx du^ J dy\dsc: du 

doL \dz du ) d^\dz du j ^7 \dz du 
T-^T • • 1 ^9 ^9 ^9 ^9 

L élimination des rapports -t-ï^ : -r-^ » -7^ : -7^ entre * 

^'^ da dy a6 «7 

trois équations, conduira évidemment à une équatS 

aux dérivées partielles de la forme 

(4) P/?-l-Q9H-Rr=:V. 

649. Plus généralement toute équation 

(1) <j)(a, 6,. . ., >, p) = o, 

où (P désigne une fonction arbitraire et a, ê,..., X, |ul, d 
fonctions déterminées de m + i variables, conduira, p. 
le même procédé, à une équation linéaire aux difïerei 
tielles partielles à laquelle devront satisfaire les fonctioi 

a, S,...,/ji, quelle que soit la fonction <f, 

650. Exemples : 

1®. z-f- ^= ç (a; -+- j). 

En différentiarit tour à tour par rapport à x et à y, c 
aura 

7. i=/(.r-4- y) y 



^^^ X — h r -r- = mz. 
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il'où Ton conclut 

/> — 7 -h l = o . 

On aura par la différeiiliation 

En éliminant cp (-| et y' I- I entre les trois équalions 

précédentes, on aura 

px -h qy == /wz, 

dz dz 

dx * ^r 

Ou retrouve ainsi une propriété connue des fonctions 
homogènes (1,169). 

EQUATIONS LINÉAIRES ET DU PREMIER ORDRE A DEUX 

VARIABLES INDÉPENDANTES. 

681. Soit 

^"^e équation dans laquelle P et Q désignent des fonctions 
^^tinées de j:, j^et z^ p et (j les dérivées partielles —y 

^- Intégrer cette équation, c'est trouver une autre équa- 
tion 

(^) Y{x,y,z) = o, 

^^Ue que les valeurs de p et de ^ qui s'en déduisent ren- 
^^nt identique l'équation (i). Or nous venons de voir 
^lu'on parvient à une équation telle que ( i ) lorsque deux 
^Onctions 

(3) «— /(.r, 7,3), 6=/, (j:, r, »), 



:ir< 
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étant liées par une relation quelconque 

(4) « = t(6), 

on élimine la fonction arbitraire f . Dès lors il est natus^^ 
de chercher à satisfaire à l'équation (i) par une équation 
de la forme (4)* 

652. Supposons donc que l'intégrale de l'équation 

(i) Vp^Qq = K 

soit 

a et 6 étant des fonctions inconnues de x, jr^el z. On ■ 
de l'équation (2) 

da. doL ,,^x I d^ d& \ 

_ + -/,= /(6)^--4--;,j, 

Il faut qu'en éliminant p et q entre les équations ^^^ ^ 
et (3) on retombe sur une équation identique ou qui c^^' 
vienne identique en ayant égard à l'équation (a). 

Si l'on ajoute les équations (3) après les avoir mut ^ 
pliées respectivement par P et Q^ on aura 

^doL r^doL ,^ ^ V da 

OU bien, en ayant égard à Féquation (1), 

Or on satisfera identiquement à cette équation, quel) 
que soit la fonction y, en choisissant les fonctions « et 1 
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! telle sorte que Ton ait 

V— O— R— — 
dx dy dz 

ces conditions seront remplies (629) si Ton prend pour 
t 6 les fonctions/ (a:, j, z) , fi (jc, y^ z) qui, égalées à 
i constantes, donnent les int^rales des équations si- 
iltanées 

dx djr dz 

T ■" "q ■" R ■ 

3' ailleurs , toute int^rale 

Téquation (1) peut être mise sous la forme (2). En 
ît, on tire de l'équation (6) 

dx ' dz dx ' dz 

ces valeurs étant portées dans Féquation (i) qu'elles 
vent rendre identique , puisque F = o est une inté- 
le, on aura 

dF ^d¥ ^dF 

îî Ton conclut (632) que F est une fonction de a et de ê . 
ac Véquation (6) équivaut à une relation, a = f (6), 
re ces deux fonctions. 
!)e là résulte que non-seulement Téquation (2) 

is laquelle a ei € désignent des fonctions qui remplis- 
t les conditions (5) et f une fonction arbitraire, salis- 
: à Féquation (i), mais encore que c'est TéqHation la 
is générale qui résolve le problème. 
3n arrive don<- à cette conclusion : 



1 

\ 
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Si 

/{x,x, z) = r, / {x,x, 3) = c, 

sont les intégrales dh système 

dar. dy dz 

et si Von pose 

^ r intégrale de F équation 

Vp -4- Qy = R, 
sera 

© désignant une fonction arbitraire, 
t>53. On satisferait encore à T-équatioii 

en posant 



ou bien 



_ «/a ^ fi^a ^ doL 



„ rfe dt „ de I 



Mais ces nouvelles solutions, n'établissant pas en g é* *^" 
rai de relation entre les fonctions a et 6, ne rentrent P 
dans l'intégrale 

« = T (6), 

et constituent le plus souvent des solutions singulièn 



654. On doit remarquer que Tintégrale a = y (6) 
viendrait encore aux équations 



:on- 
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dont riiitégration dépend du même système d'équations 

simultanées 

dx dy dz 

P" ~ Q" ~ R " 
655. Exemples : 
1°. xp-^yq^zo. 

Il faut chercher les intégrales des équations 

dx dy dz 



X 



y o 



qui sont 

z =: c, xy = c\ 

*^^^c l'équation proposée est satisfaite par 

z = ç {xy) , 
? désignant une fonction arbitraire. 

^^ • px^ — qxy = — 7-'. 

*^ faut intégrer les équations 

dx dy dx dz 



^^ première revient à 



dy dx 
xy x^ 



y 



La 



— = » d OU 6==xr. 



Seconde revient à 



dx 



X' 



x'^dz 



,ê' 



O 



*^ ^n conclut 

*-'Onc l'inlégrale cherchée est 

y _ 



z=-Vx-^ ■+■ a, 



ri, 

Zx 



' - 3:; = ^ ("'•^) ' 



^ ^Osignant une fonction arbitraire. 
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3». 


y — 7 — O- 


Solution. 


z = (p(x-f-r). 


4"- 


py — 9^ — 0. 


Solution. 


ï _ , (x' 4-r') 



ÉQUATIONS QUI RENFERMENT LES DÉRIVÉES d'uNE 
DE TROIS VARIABLES INDÉPENDANTES. 

656. La méthode suivie dans le cas de deux 
indépendantes s'étend facilement au cas d^ui 
quelconque de variables. Nous examinerons sei 
cas d'une équation du premier ordre renfermai] 
vées d'une fonction de trois variables indépem 

657. Soit proposé d'intégrer l'équation 

(i) P/?-hQy-4-Rr = V 

dans laquelle P, Q, R, V sont des fonctions de 
riables a:, y^ -s, m, et p, q, r désignent les dér 
tielles de u, considérée comme fonction de x^y. 



du du du 

dx dy dz 



Posons 



a=/(.r, XyZy u\ 

/» /i> y« étant des fonctions inconnues de x 
Soit 

(3) « = f(6, 7) 

l'intégrale do T équation (i). 
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On tire de ré({uatioii (3) 



1 p =z--^l h-r- 

dx du 



^ d^\da:^ du'^J ^ dy \dx ^ du'^ )' 

^* ' \dx du^ d^\dx du^)^dy\dr du^l' 

da doL dff f d^ d^ \ d^ / dy dy \ 

dz du dt \dz du ) dy \dz du ) 

i^joutons ces équations, après les avoir respectivement 
10.13] lipliées par P, Q, R. Il en résultera , en ayant égard 
À l'équation (i), 

l dx dy dz du 

^^' <^à\''di-^'^Tr^''Tz^''d;.) 

dy \ dx djr dz du) 

^r cette équation sera satisfaite, quels que soient -~ et 

5^» et, par conséquent, quelle que soit la fonction (p, si 

^ on prend les fonctions inconnues a, 6, y, de telle sorte 
que 

(6) aL = c, ^z=zc\ y=c" 

•oient les intégrales du système 

I V dx dy dz du 

puisque les trois fonctions (6) rendent identique l'équation 

flfO -rfG d^ V— — 

dx dy dz du 

Dès lors a, 6, y étant ainsi déterminées et (f désignant 
Uue fonction arbitraire, l'équation (3) sera l'intégrale de 
* ^nation proposée (i). 
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On prouvera , d'ailleurs , qu on a la solution 
générale du problème proposé en faisant yoir, ce 
n^ QSliy que toute int^ale de Téquation (i) éq 
une relation entre les fonctions a, 6, y. 

658. On remarquera, comme dans le cas de tit 
blés (654), que la résolution du système (6) foun 
tégrale des équations suivantes 

^ fiz ^ Hz „ dz ^ 
dx dy du 

• 

dr dy dy 

dx. dz du 

dx ^^^ ^^^ u 

dy dz du 

6d9. Exemple : 

. . du du du 

Il faut d'abord intégrer le système 

dx dy dz du 
X y z mu 
d'où l'on déduit 

XX ' ^ 



et, par suite, 



"=""■'1^'^)' 



c'est-à-dire que u est une fonction homogène et du i 
des variables x, y, z. L'équation (i) exprime, « 
une propriété connue des fonctions homogènes ( 
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CINQUANTE-DilUXIÈME LEÇON. 

^lictklkm de la théorie des équalions aux différentielles partielles. — 
Sarfaces cylindriques, — coniques, — conoïdes. — Surfaces de révo- 
lution. — Lignes de niveau , — de plus grande pente. 



SURFACES CYLINDRIQUES. 

660. On appelle surface cylindrique^ toute surface 
engendrée par une droite indéfinie MN qui se meut pa- 
rallèlement à une droite donnée OD, en s'appuyant con- 
stamment sur une courbe donnée AB, nommée direc- 
trice . 

Soient 



J x r= az 

j j = ôz + 6, 



'^s équations de la génératrice MN : a elb sont des coef- 

**cîents constants qui expriment que MN est parallèle a 

Fig. 116. OD; a et ê sont des paramètres 

Tariables avec la position de la 
génératrice. Soient 




(^) 



( F,(a-,^,z)=o, 

les équations delà directrice AB. 

On exprimera que cette courbe 
^^ la génératrice se rencontrent, en éliminant x, y et z 
^^treles équations (t) et (2). Si 

^^) <p(a,6)=:o 

^^l le résultat de cette élimination, il faudra pour avoir 
^^Juation de la surface cylindrique éliminer a et 6 entre 
^s équations (i) et (3), ce qui donne 
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OU 

(4) 7— 63 = *(X — az), 

4> désignant une fonction quelconque. 

661 . Réciproquement toute surface dont l'équarion a 
forme (4) ^st cylindrique, car cette surface contient 
droites parallèles qui ont pour équations 

j^ — 6z = 6, 
les constantes a et 6 satisfaisant à l'équation 6 =4>(a)^ 

662. Pour avoir Téquation aux diffîrentielles partiell J 
des surfaces cylindriques, on différentiera l'équation («■ 
tour à tour par rapport à j: et à j- : en posant 

dz dz 

on aura 

— bp = ^'[x — û«)(i — ap)y 

I — bq = — *'(« — az)'X^aqy 
d'où résulte 

(5) ap -{- bg =:=: i . 

663. Cette équation exprime que le plan tangent à E 
surface est toujours parallèle aux génératrices. 

En effet, le plan tangent en un point quelconque x^y^ 
de la surface a pour équation 

Z~z=:/.(X-a:)4-9(Y-^), 

et la condition pour que ce plan soit parallèle à la drojte 

x = azy X=:bz, 

est, comme l'on sait, 

a/? -h bq == i . 

664. Pour intégrer l'équation des surfaces cylind 
ques, 

ap -{- bq =: i y 
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il faut d'abord intégrer le système 

(Le dy 
a b ' 

ce qui donne 

X — (IZ = c, 

par conséquent Téquation o [x — az^ y— bz) = o, ou 

jc — az = ^ (jr — bz) , 
tîst l'intégrale cherchée. 

665. La fonction arbitraire 4>, qui entre dans l'inté- 
grale générale, peut être déterminée par diverses condi- 
ïions. 

Si, par exemple, on veut que la surface cylindrique 
passe par une courbe donnée 

(0 F(.r,/,z)= o, F,(x,j,3) = 0, 

^«1 fera 

(^) X — az = OLy y — ^zrr:6. 

Les équations (i) et (2) doivent être satisfaites par les 
*»»ôities valeurs de x^ y, z^ pour que tous les points de la 
^^Urbe soient sur la surface. En éliminant T,y, z entre 
^^8 quatre équations, on trouvera une relation telle que 
^ (a. S) = o, d'où 6 = *I> (a) ; on aura donc par ce calcul 
^ forme particulière de la fonction 4>. 

666. Si la surface cylindrique doit être circonscrite 
^ ^He surface donnée 

(0 F{X,J, Z)=:0, 

^*ï com.mehcera par déterminer la courbe de contact, ce 
^^i ramènera le nouveau problème au précédent. Or (i) 
^^^ déjà une des équatioas de cette courbe. On obtiendra 
^ïie seconde équation en (exprimant que la surface donnée 
^^ le cylindre ont le même plan tangent en tous les points 
^^ Cette courbe. 

II. 12 
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Le plan tangent à la surface (i) a pour équation 

-(X-x)4.-(Y-,-)-f-^(Z-3) = o. 

L'équation du plan tangent au cylindre est 

Z-»=/?(X-x)+i7(Y — 7): 

on aura donc 

dF dF 

ftx dy 

dz dz 

En portant ces valeurs dans Téquation 

ap-Jfhq =11 y 
on aura 

d¥ ,d¥ dY 

(2 fl-~H-^»— H---- = o. 

d.T dy dz 

Les équations (i) et (2) déterminent complètement 
courbe de contact. 

SURFACES CONIQUES. 

667. On appelle surface conique une surface enge:* 
drée par une droite indéfinie KN, qui passe par un poi "* 
fixe K et rencontre constamment une courbe donn^ 
ANB. 

Soient a,b, c les coordonnées du point K. La généra 

triée KN ser^ représentée, da*: 
une de ses positions, par 1^ 
équations 

(i) (^ — « = «(« — 0» 
\y-b = ^(z^c), 

a et 6 étant deux paramètres qu 
varient avec la position de B 
génératrice. Pour trouver la r^ 
latiou qui existe entre ces paramètres, on éliminera r, 




I 
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et z entre les équations (i) et les équations 

(2) F(x,j,z) = o, F,(x,j,3) = o, 

qui représentent la directrice ANB. On obtiendra ainsi 
une relation 

(3) ç(a,6) = o, 

et si ensuite on élimine a et S entre (1) et (3), on aura 

Z — c \z — c 

équation générale, en quantités finies , des surfaces coni- 
ques. 

668. L'équation (4), différeiiliée par rapport à x et ày, 
donne 

— (r— ^)A> ^ . (''' — ''\ V z-C'^{x-a)p -\ 
(, ^c)' \z-cj L [z^cy "J' 



^- ) entre ces équations, on aura 



(/— ^)P __ z — c — [.x — a)p 

équation aux' différences partielles des surfaces coniques. 

669. Pour intégrer directement Téqualion (5), on ré- 
soudra le système 

(ix dy dz 

X — a y — h z — c 

^ui a pour intégrales 

= C, ^- =€', 

12. 
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d'où Ton conclut 



i X — a\ 

=*t— ) 



c'est-à-dîre Téquation (4). La fonction arbitraire 4> sera 
déterminée par la condition que la surface conique passe 
par une courbe donnée ou soit tangente à une surface 
donnée. La marche à suivre pour résoudre ces problèmes 

est indiquée aux n°* 665 et 666. 



SURFACES CONOIDES. 



670. On appelle surface conoïde toute surface engen- 
drée par une droite qui est toujours parallèle à un plan 
donné, nommé plan directeur, et assujettie à rencontrer 
une droite et une courbe données. 

Prenons pour plan des ocy un plan parallèle au plan 
Fig. 1 18. . directeur, et pour axe des z la di- 

rectrice rectiligne. 

Soient 




(0 



*'(-^> r> 2) = o» 

les équations de la directrice cur- 
viligne AB. 
Les équations de la génératrice MN seront 

(2) z==a, j^=6jr, 

et si l'on élimine x, j^ z entre les quatre équations (i) 
et (2), on aura une certain^ équation 

(3) ^(a,ê) = o 

exprûnant que la génératrice rencontre la directrice AB. 
Si donc on élimine a et 6 entre les équations (2) et (3), 

on aura 9(2, - ) =0, ou 

(4) _ »=*(i 

c'est l'équation cherchée. 
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671. Eli clirréieiiliaiil réqualion (4), on aura 



i8i 






X 



<J'oii Ton conclut 

( 5) px -h 7/ = o, 

^uation aux différences partielles des surlaccb conoïdes. 
0(*tle équation exprime <|ue le plan tancent en un point 
^juclconque contient la génératrice correspondante. En 
^fki^ si dans Téquatiôn du ])lan tangent 

Z— z = p{X - X) ^ q [Y — y) 

ou fait X = o, Y = o, on a 

Z — z z=z — px — qy ^= o. 

Le plan tangent rencontre donc Taxe des z au même point 
<|ue la génératrice KM, et, par suite, il contient cette 
droite avec laquelle il a déjà le point M commun. 



SURFACES DE RÉVOLUTION. 

072. Les sitrj'aces rie résolution sont celles que Ton 
obtient en faisant tourner une certaine courbe autour 
d'une droite fixe. 

Pour plus de simplicité prenions rorigiiie sur TaxeOD. 



%. 119. 



Soit A MB la courbe géné- 
ratrice. Dans le mouvement 
de cette ligue chacun de ses 
points décrit un cercle et 
l'on peut considérer la sur- 
face de révolution comme 
le lieu des circonférences de 
cercle qui ont leur centre 

sur Taxe, leur plan perpendiculaire à cet axe et qui ren- 

con iront la courbe AH. 




/ 



y 
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Soient 

a b 

(i) -^—7^' y=c'^ 

« 

les équations de la droite OD et 

I «.r -t- by H- 6*r. = 6, 

les équations du cercle mobile, considéré comme Tinter-r 
section d'une sphère ayant son centre au point O et d'un 
plan perpendiculaire à l'axe OD. 
Soient 

|F(^, J, 3) = 0, 

( F,(x, .r, z)=zo, 

les équations de la courbe AB. En exprimant que le cercle 
et la courbe se rencontrent, on parviendra à une certaine 
relation 

(4) ?(*» €) = o, 

et si l'on élimine ensuite a et 6 entre les équations (2) 
et (4)î on aura 

ç ( .r' H- j< ' -f- 3% aa: -{- bj -^ cz) =, o 
OU 

(5) /7^ -h è j- 4- C2 = (a:'4-/-' + 2'), 

équation générale, en quantités finies^ des surfaces de 
révolution . 

673. Pour obtenir l'équation aux différences pax;tielles 
on différenliera l'équation (5). On aura 

a -h cp .■= 2 ^' (.r2 + y'* 4- Z^) [.r -\- z/j], 

b + ciy = 2 *' ( j:' -h j ' -h z^ ) (/ -4- 3</ ), 

d'où, en éliminant la fonction ^', 

a -\- cp .V -\-' zp 
O -^ cq y -i- zq 

ou 

(6) (cy — bz)p -\'[az— c.r)q=. bx — ay. 
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équation aiix différences partielles des surfaces de rëvo- 
JutioD. 

674. Cette équation exprime que toutes les normales 
d\ine surface de révolution rencontrent Taxe. 

En effet, si l'on élimine X, Y, Z entre les équations 
de la normale 

,^ I X — .r -+-/>(Z — z) =0, 

'' i Y-r + 7(Z-z)=:0, 

et les équations de Taxe 

(8) X = -Z, Y = -Z, 

C € 

^li retrouveprécisément Téquation (6). 

675. Pour intégrer l'équation 

V * ) [cy — h?») p -h [az — ex) q z= bx — a y , 

^1 faut commencer par intégrer les équations sîmulta- 

dx djr dz 



cy — bz az — ex bx — ay 

Or, si Ton représente par ^f la valeur commune de ces 
^•"ois rapports, ces équations reviennent aux suivantes : 

l dx ==. [ey — bz) dtj 

V^) < dy z= [az — ex) dt , 

( dz = [bx — ay) dt. 

En ajoutant ces équations multipliées respectivement 
ï^aro:, y, z, on trouve 

A'dx -f- y il y + zdz =0, 

^''oii .r' + j2-h3'= C. 

Ensuite si l'on ajoute les mêmes équations respective - 
•^lent multipliées par rt, &, c, on a 

adx -h bdy -H cdz = o , 
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Donc l'intégrale générale de l'équation (i) sera 

(3) AT -4- 6j -f-cz = *(j?' -H j' -4- z')- 

676. Les équations (i) et (3) prennent une forme plus 
simple quand OD est l'axe des z. Elles se réduisent à 

z == <I) [x^ -+- J*)> 
yyj — r/.r = o. 

On pourrait les trouver directement. 

DES LIGNES DE NIVEAU ET DES LIGNES DE PLUS GRANDE 

PENTE. 

677. Soit une surface 

rapportée à trois axes de coordonnées rectangulaires et 
supposons le plan des xy horizontal. On appelle lignes 
de nweau les sections de celte surface failes par des plans 
horizontaux. Une ligne de niveau aura donc pour équa- 
tions 

A désignant une constante. On tir« de la seconde équation 

dr ' dy dx 
ctx q 

et cette relation entre les dérivées partielles p et q aura 
lieu quel que soit h. Elle exprime que la tangente à la ligne 
de niveau, en un point M de la surface, est parallèle à la 
trace horizontale du plan tangent mené à la surface par 
ce point. 

Si l'équation de la surface était F(.r, j-, ^) = o, on 
obtiendrait l'équation différentielle des lignes de niveau 
en éliminant h entre les équations 

d¥ d? dy 
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678. On appelle ligne de plus grqndc pnutc d'une 
surface une courbe qui, en chacun de ses points, a pour 
tangente celle des tangentes à la surface, en ce même 
point, qui fait le plus grand angle avec le plan horizontal. 
Qnand la surface est plane, la ligne de plus grande pente 
est une droite perpendiculaire à la trace horizontale du 
plan. Dans le cas général , la tangente à la ligne de plus 
grande pente, en un point M de la surface , doit donc être 
perpendiculaire à la trace horizontale du plan langent au 
point M. Par conséquent, la projection horizontale de 
eelte tangente sera aussi perpendiculaire à la trace du plan 
tangent. 

Or le plan tangent au point M(.r,^, z) a pour équa- 
tion 

Z— z=:/>(X — Jr}-|- r/(Y — r), 

^a trace aura donc pour é(jnalions 

Z = G, — 3=r/7(X — .r)-+- ^(Y — /). 

'-^onc le coefficient angulaire de celle liace est — -• Celui 



dont 



^ la projerlion de la courbe de niveau esl — • On aura 



dx p 
*^*" pdf = qd.r, 

^^Uation différentielle qui représente la projeclion, sur le 
I^*^n horizontal, de toutes les courbes de niveau. 

679. La tangente à la courbe de plus grande pente qui 
P^ssepar le point M étant perpendiculaire à la trace hori- 
zontale du plan tangent, est aussi perpendiculaire à la 
^^Ugente menée à la courbe de niveau par le point M 5 de 
^Ofle qu'/me ligne de plus grande pente coupe à angle 
'^^oit toutes les lignes de niueau, et réciproquement toute 
^^urhe qui jouit de cette propriété est une ligne de plus 
S'ande pente. 
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11 résulte de laïque dans une surface de révolution doul 
Taxe est perpendiculaire au plan des xy^ tous les méri- 
diens sont des lignes de plus grande pente, puisqu'ils cou- 
pent à angle droit les parallèles qui sont évidemment des 
courbes de niveau. 

680. Appliquons les théories précédentes à rellipsoïdc 



Les lignes de niveau seront représentées par les équa- 
tions 

X- r- W 

elles ont donc pour projections, sur le plan des xy ^ ^** 
ellipses semblables à Tellipse principale qui est située dst ^î 
ce plan. 

Pour obtenir les lignes de plus grande pente, il faut '•^^ 
tégrcr l'équation 

(i) pdf = qdx. 

Mais ici on a 



^a '• 



c'x c-jr 

En substituant dans l'équation (i) et simplitiant, 

aura 

xdy ydx 

équation dans laquelle les variables se séparent immcdi^ 
tement. On a 

^ dy ^dx 

y ^ 

d'où 

(3) /'=(7^)"'- 

y est une constante qu on détermine en exprimant qt 
la courbe cherchée passe par un point donné. Par exen:::^ 
pic, si Von veut avoir la ligne de plus grande pente qi ^ 



n: 



\pji 
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passe par le point doiil les coordonnéfs sont 
on aura, en substituant dans lY\[ua4.ion (3), 

o = (7«r, 

d'où y = o. Donc 

jr=zo 

est l'équation de la projection horizontale de la ligne 
cherchée: en d^autres termes, la ligne de plus grande 
pente est l'ellipse principale située dans le plan des zx. 
n est évident, en effet, que cette ellipse coupe à angle 
d'oii toutes les courbes de niveau. La même chose peut se 
dire de l'intersection de la surface par le plan des zy. 

681. Si l'on cherchait la courbe de niveau passant pt-^r 

'^ sommet situé sur l'axe des z, Téquation (3) se rcdui- 

''^it pour ce point h 

o = o, 

^t ne déterminerait pas y. Et cela doit être, car en ce 
point le plan tangent à la surface est horizontal, et la 
courbe de niveau se réduit à un point. Toute droite pas- 
s^nt par ce sommet et située dans le plan tangent peut être 
^'^Usidérée comme tangente à une ligne de plus grande 
P^*nie. 
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CINQUANTE-TROISIÈME LEÇON. 
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Questions qui conduisent à des équations aux différences partielles d'un ordre 
supérieur au premier. — Surfaces développables. — Intégration de l'équa- 
tion des surfaces développables. — Surfaces réglées. — Équation de îa 
corde vibrante." 



DES SURFACES DÉVELOPPABLES. 

682. On nonpime surfaces développables celles qui 
étant suppo'sécjl ficxibles et inextensibles peuvent s'appli- 
quer sur un plan sans déchirure ni ^duplicature. Telles 
sont les surfaces cylindriques et les surfaces coniques. 

Toute surface dé veloppable peut être considérée comtne 
étant le lieu des tangentes à une certaine courbe, nommée 
arête de rebronssement de la surface. Il n'y a d'exception 
que pour le cône, où Tarêle de rebronssement se réduit à 
un point, et pour le cylindre, où cettecourbe passe à Tin- 
fini ; mais comme nous avons déjà examiné ces cas parti- 
culiers, nous en ferons abstraction dans ce qui suit. 

683. Soient 

(l) .T=J{Z), .r=?(2), 

les équations de F are le de rebroussenient. Les équations 
de sa tangente en un point (a, o, y) seront 

( ^-/{7)=/'(v)(^-7). 

;• 

En éliminant 7 entre ces équation?, on aura Téquation 
de la surface dé veloppable. Mais au lieu d'opérer celle 
élimination qui ne peut se faire qu'en particularisant la 
forme des fonclions^^cKp, nous allons chercher une équa- 
tion aux dérivées partielles, indépendante de ces fondions, 
el qui exprimera une propriété commune à loules les 
surfaces développables. 



(2) N 

! r — ?(7) = ?'(7)(2 — 7) 
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CStM-. Les équations (2) déterminent z et y quand x et 
y sont connus. On peut donc considérer z ety comme des 
fonctions de x et de y. En dilTérentiant ces équations par 
rapport à x et à j^, on aura 

■ -r (7)g=/'(v) (p-'-i) -*-/'(7)(=- V) '^ 

-f'(7)g = f(7)(/'-g)H-f(7)(-7)J.. 

•-?'(7)^=?'(7)(?-'^)+?'(7){ 
OU bien, en simplifiant, 

' •=/^/'(7)-t-/'(7)(=-7)ë' 



(î) . 



s — 7)-r-5 



«/r 



(4) 



dx 

o = 7/'(7)H-/'(v)(^-7)^' 

o=A't'(7)-<-?'(v){s-7);^' 



• = 7?'(7)-l-?"(7)('' — 7) 



'd'y 



Op on peut éliminer entre ces quatre équations 

\z — y\ -Jl, (z — 7) -r- et 7, et il restera une relation 
'' {Le ^ dy ' 

entre p et </, ' 

équation du premier ordre qui convient à toutes les sur- 
wces développables, mais dans laquelle il entre encore 
^ûe fonction arbitraire. 

688. Ce résultat s'accorde avec ce que nous avons 
^fouvépour les surfaces cylindriques dont Téquation aux 
différences partielles est 
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Il semble qu'il y ait exception pour les surfaces coui- ■ 
ques dont Téquation aux différences partielles est 

mais si Von prend l'équation en quantités finies 

s — c=<p( ) (^ — fl), 

\x — a / 

on voit que z — c étant une fonction homogène da pre- 
mier degré dej^ — 6 et de x — a^ p eiq seront des fonc- 
tions homogènes et du degré o des mêmes différences 
(1, 169) 5 on aura donc 

\x — al \x — aj 

et en éliminant on obtiendra une relation enirep et 






X — a 



q. Cette relation dépendra de la fonction ç, tandis que dans 
le cylindre la relation entre p eiq ne dépend que des 
constantes qui défînisscnt la direction des génératrices. 

686. L'élimination indiquée au numéro précédent pc^' 
se faire comme il suit. En ajoutant la première et la tto^"" 
sième équation du système (4), respectivement multip^^^^ 
par q/' [y) et — f" (7), on aura 

(5) ?"(7),= /'[/'(7)?"(7)- t'(7)./'(7)]- 

La seconde et la quatrième équation traitées cî-* 
même manière , donnent 

(6) /"(7) = '7[?'(7)/"(7)-/'(7)?"(7)]- 

Il ne restera donc plus qu'«à éliminer y entre les C^^^ 
dernières équations. 

687. Soit 

(7) p — ^M 
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I aux dérivées partielles et du premier ordre, 
de rélimiiiation précédente. Posons 

dp d^z 
dx dx^ 

dp dq d}z 

dy dx dxdy ' 

dq __ dH _^ 
dy dy"^ 

érentiant Téquation (7), nous aurons 

r=m' {q)s, 
s = zj'{q)t, 

'éliminant o' (q)^ 

s^ — rf = o , 

qui ne renferme aucune trace des fonctions par- 
fel(f. C'est Téquation aux dérivées partielles 
Dnd ordre des surfaces développables. 

ION DE l'équation AUX DIFFÉRENCES PARTIELLES 
DES SURFACES DÉVELOPPABLES. 

-fc • dp dq ^^ , 

l'uisque s = -:- = -^^ 1 équation 

s'- — ri = o 
la suivante 

dp dq dp dq 
dy dx dx dy 

suite que les diOerentielles partielles des fonc- 
et ç sont proportionnelles , et , par suite , que 
:éreutielles totales sont en même temps ou nulles 
entes de zéro. Donc p exq sont ou variables tou- 
iuxou constantes toutes les deux, ce qui revient 
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à dire que p esl une rerlaine fonclion de q. Soit 

(3) pz=u(q)\ 

« 

.on aura -f- = o' ( 7 ) t^ î 

fin tfp 
mais -— =-7-: 

dx dy 

donr 

(4) T^-'^^)?' 

équation linéaire par rapport à p. Pour l'intégrer, il ^ 

résoudre le système 

dy dp 



d.r = — 



zi'{q) O 



dont les intégrales sont 



p = c, 

.ru' (ry) -+-jrz=c'. 

Uintégrale de l'équation (i) est donc 

(5) xm^(q)^r = ^^(p). 

F désignant une fonclion arbitraire, ou bien, k causer 

Téquation (4)9 

xdp -+- ydq = F (/?) dq. 

Mais xdp + j^rf^y est la diflérentielle de px -+- qy 

Donc 

(6) px-+-qj —z= I F{p)dq. 

En éliminant/? et q entre les équations (3), (4) et (£ 
on aura l'équation de la surface, 

qui renfermera deux fonctions arbitraires. 

689. Démontrons maintenant que Téquation 
( I ) s^ — rt=o 

ne convient qu'aux surfaces développa blés. * 
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don aux différences partielles du premier ordre qui 
3 d^une première intégration, et 

tion obtenue en intégrant une seconde fois. Pour 
itrer que la surface qu'elle représente est dévelop- 
il fatit faire voir qu'on peut la considérer comme 
. des tangentes à une certaine courbe : 

ë, y étant les coordonnées d'un point de cette 
î, on a vu (686) qu'on obtenait une relation entre 
en éliminant y entre les deux équations , 

9"('l)=p[f'{7)<t"(y}-<^'(^)f"{y)], 
/"{!)= qWMrii) -/'(7).f"{7)]. 

r que la surface développable dont l'arête de re- 
ement est la courbe (4) coïncide avec la surface (3), 
que cette élimination conduise à l'équation (2); 
nséquent, on devra obtenir une identité si Ton 
lans l'équation (2) les valeurs de p et de ^ tirées 
nations (5), et l'on aura ainsi une première rela- 

es fonctions f cl <f. On en obtiendra uue seconde 

. x[y> /(v)» ?(7)] = o 

rimant que la courbe (4) est sur' la surface (3). 
uations (6) et (7) font connaître /(y) et 9(7). 

de rebroussement est donc complètement détermi- 
où t'ésulte que Téquation (3) représente bien une 

développable . 

i3 
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690. Les surfaces développables sont un cas parliculier 
des surfaces réglées y c'est-à-dire de celles qui s'engen- 
drent par le mouvement d'une ligne droite. On nomna^ 
surface gauche toute surface réglée qui n'est pas déveloÇ' 
pable. 

Soient 

les équations d'une droite : si a, A, a, 6 sont des fo**^^' 
lions d'une même indéterminée y, en faisant varit?-^ • 
d'une manière continue, la droite (i) se déplacera suq^^^^ 
sivement dans Tespace et engendrera une surface r^ï^^* 
Il est clair qu'on aurait l'équation de la surface en ^-'^^ 
minant y entre les deux équations (i). 

Les quatre paramètres variables a, J, a, 6 étant <^^^ 
fonctions d'une même indéterminée, on peut considé^^^* 
trois d'entre eux comme fonctions du quatrième. On p^ ^ 
même considérer a, &, a, 6 comme des fonctions de jcr ^ 
de j'. Car si l'on élimine z entre les deux équations C ^ ^' 
on aura une relation entre x, y et les paramètres a^h^ ^^» 
6 qui sont des fonctions de y. On peut donc dire que y, ^' 
par suite, a, 6, a, 6 sont des fonctions de x et dej^. 

691 . Diflerentions l'équation 

X ■=. az -^ (X 



-•7 



tour à tour par rapport à x et à j^, en regardant a et 
comme des fonctions de ces deux variables : nous auro- 

, . da doL 

(2) , = «^H-,_ + _, 

/o\ da do. 

(3) O =r «7 -f-2 -— 4- — -. 



ns 
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Ajoutons ces équations respectivement multipliées par — 

et — — : en observant que 

dot. da • dv. da 

dx dy dy dx * 

puis<{ue a est fonction de a (692), nous aurons 

//x da I da da\ 

On aurait de même, en difierentiant Véquation 

dh , ( db db 



' dx \^ dx ^ dr 



î 



rfci, . db db • 11 * ^ da 

"** 9 puisque ^et — sont proportionnelles a j- et 7-» 

(6) —--^b(—— —\ 

dx y dv ^ dy) 

^* maintenant on élimine le rapport -7- : -r- entre les 

'-*■ dx dy 

' ^Vtations (4) et (6), mises sous la forme 

da . . da 

^ïi aura 

(i — a/;) (i — bq) — abpq ==: a, 

(7) «;?-4-A^ = i, 

équation différentielle du premier ordre, renfermant seu- 
lement deux fonctions de Tindéterminée y. En ayant 
égard à celte relation, les équations (4) et ^5) peuvent 
s'écrire 
o. , da da 

, N ,dh db 

i3. 
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692. Daus ce qui précède , nous nous sommes appuyé 
sur la proportionnalité des dérivées parlîelles de a et de a . 
On peut rétablir comme il suit. 

Soit 

, da da rfv d'f 

donc T • "7" = T^ • "?- • 

dx dy dx dy 

On trouverait de même 

doL ^ da dy ^ dy 
dx' dy dx' dy^ 

I da ^ da doc doc 

dx' dy dx ' dy 

693. Cherchons maintenant Téquation aux différences 
partielles du second ordre. En différentiant tour à tour 
l'équation 

ap -\- bq z^i 

par rapport k x elkj^ nous aurons 

, da db 

da db 

as + bt-+ p —--h q-r = o^ 
'^ dy ^ dy 

En ajoutant ces équations multipliées, la première par a, 
la seconde par &, et en ayant égard aux équations (8) et 
[g] y nous aurons 

tf ' r -h 2 abs -f- ^' f = o, 

a 
ou , çu posant t = ^9 

(10) c'r4- 2CJ -♦- r = o, 

équation du second ordre ne renfermant plus qu'une seule 
fonction arbitraire c, qu'on éliminera par le procédé du 
n^ 639. Nous nous contentons d'indiquer ce dernier cal- 



giuquante-troisième leçon. 197 

ru), qui conduirait à une équation du troisième ordre. 

ÉQUATION DE LÀ CORDE VIBRANTE. 

694. On démontre en Mécanique que le mouvement 
des différents points d'une corde vibrante, fixée à ses 
deux extrémités, est représenté par l'équation aux dérivées 

partielles du second ordre 

, , (Pu ,€Pu 

(0 :zri = « 




MP =:ii, AP=j: sont les coor- 
^o o nées rectangulaires d'un point quelconque de la corde, 
^«•îgine étant prise à l'extrémité A; enfin jr désigne le 
tps. 

^our intégrer T équation (i), prenons deux nouvelles 
^ï*îables a et 6, liées aux variables x et y par les équa- 



^i c3e ces équations on tirait les valeurs de a: et de j^ en 

^t 6 et qu'on les portât dans la fonction cherchée w, 

^^^e dernière deviendrait une fonction explicite de a et 

^ 6. On peut donc considérer u comme une fonction de 

^^ t de 6. On aura alors, à cause des équations (2), 

€iu du du 
dx dcL d^ 

d^u d^u d^u d^u 

2 



dx""^ dv? dad^ d^^ 

%)n trouverait de même, 

d 
dy 



•'"— /€/»/* d\u d^u\ 

p "" ^' \rf? ~ ^ dld^'^ d¥) 



Y^n portant ces valeurs dans Téquation (1), on aura. 
^ï^ rès les réductions 

} =0. 

^ dxd^ 
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Cette équation est facile k intégrer. Elle peat s'écrire : 



du 

— : =0 



donc -jz ne dépend pas de a, et Ton a 



du 



/ 



X5 désignant une fonction arbitraire. On en déduit 

et par conséquent, en représenunt par ^ (6) Tîntég*'' 
f7 (6) dèj ^ désignant encore une fonction arbitra^ 

on aura 

i»=^(fli)-f. + (&), 
c'est-à-dire 

(4) a = (p (x H- éir ) -4- 4, (x — ûj). 

Telle est Fîntégrale générale de Téquation (1)^ on p'^ 
d* ailleurs la vérifier par la diflférentiation. On trouve ^ 

^ = f' (x + «^) + ^»(*_«r), 

On a donc bien 

£u __ ^ dUi 

djr^ d.v^ 

695. L'intégrale générale contient deux fonctions ai 
bitraires f et ^ qui se déterminent par deux conditioi 
distinctes. Ordinairement on suppose connues Tordount 

u et sa dérivée— pour tous If^s points de la corde, à l'or 

gine du temps, c'est-à-dire pour j = o. Alors u et la v 

tessc verticale — de chaque point sont des fonctions doi 
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ît, nées de x. Posons 

H =/{x), — =/, (x), pour ^ = o. 

> On aura, en faisant j^ = o dans Téquation (4) et dans sa 
i dérivée 

■ 



« 



,'(x)--^'(x)=l/,(x). 



'^e celle dernière on déduit 



<p (*) -»+ (^) ==i // (x)dLc-j-C===F(x) -h C, 

^ (•*^) étant une fonction connue et C une constante arbi- 
traîi*^. Par conséquent on a 

+ W = ^[/W~F(x)-c]; 
^^ ^%ira donc 

^ V aleur de u est complètement déterminée. Comme on 
^^^ît s'y attendre, la conslante C, introduite dans le 
^i:'s du calcul, a disparu (relle-mcmc. 



aoo 
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Courhttre des surfaces. — Courbure d'une ligne située sur une sur&ce.- 
Théorème de Meunier. — Courbure d'une seetion normale. — Sectioi» 
principales. — Variation des rayons de courbure des sections normila 
faites en un même point d'une surface. — Détermination des ombiHo. 
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COURBURE d'une LIGNE SITUÉE SUR UNE SURFACE DORKÉE. 

696. Soit 
Téquation d'une surface. Posons, pour abréger. 



iC! 



^3 



dz 



dz 



T^^P> ^ = ^> 



d^z 
là? 



d^z 
dxdy 



d^z 



= i. 




Cou^dérons une certaine courbe CL passant par ud 

point M [Xj y, z) delà 
surface (i). Soit 9 l'ang^^ 
que le rayon de courbure 
R de cette courbe au poi^^^ 
M, dirigé suivant la dro*^^ 
MN, fait avec la norm^^^ 
, MP à la surface au mét^ 

V 

point. 
La normale MP ayant pour équations 

X — X z=i — /? (Z — z)j 
fait avec les axes des angles dont les cosinus sont respecta- ^ 



veinent 



— P 



V'i 4-/^' -+-</' v/n-/^'-h7' V^H-/?' -h 
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lyon de courbure MN fait avec les axes des angles 
Dt pour cosinus 

d± d± d- 

^ dl _ dl ^ dl 

^"ST' *"7r' ^"rfT' 

îsignant par dl la différentielle de l'arc de courbe. 
ira donc 

dx .dy dz 



-/^-37-— ^ 



cosO= R 



dl ^ dl dl 



D a 

dz = pdx -H çdjr, 



.dz .dx ,dY , dx , ^fy 

'^Ti=^P'^di-^^'^di^'^Pdi^''''dî 



dp = rd.x 4- sdy^ dq = sdx -h tdjr ; 



dûc dir dx d'\' 

-Pd -^ - qd -^ = [rdx + sdjr) — +(sdx + tdjr) -^ 



^di '^di 

-p-dr-''-dr 



par conséquent 



(^\ * dx dy /drX ^ 

dT)-^^'dri-^'[i)' 



ritW^s^t^ti^Z 



. ^ \dl dl dl \dl 

COSÔ=:R — > 



\/n- /?»-♦- 9» 



9 



y/i -f-/?^-Fy^cosQ 

"^ /dxy dxdr /dry 
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Mais —9 -^ son l les cosinus dos angles que la tangente 

à la courbe considérée fait avec les axes des j; et des j. 
En désignant ces angles par a et S, on aura 



(4) R= v/--H-/''+7'co.e 



r cos' a -f- 2 .«f cosa cos 6 -h r co$*6 

Telle est la formule qui fait connaître le rayon de Goor- 
bure d'une section quelconque faite dans une surface, en 
un point donné. 

697. La valeur de R devant être positive, il faut que 
COS0 soit de même signe que le dénominateur. Ainsi Fan- 
gle 6 doit être aigu selon que ce dénominateur est positif 
ou négatif, ce qui détermine dans quel sens le rayon de 
courbure doit être porté sur la direction de la normale 
située dans le plan osculateur. 

THÉORÈME DE MEC If 1ER. 

698. Si , dans la formule précédente, on suppose 
cos9 = di I , c'est-à-dire si le plan osculateur passe par w 
normale à la surface , on aura , en désignant par p 1^ 
rayon de courbure de la section normale 

y/i -h o'-^ ^2 



(5). P- .-..-*-? 



•^ r ces' a -+- 2 5 CCS a cas 6 -4- r cos' € 
et, par suite, 
(6) R = pcosô. 

De là ce théorème dû à Meunier : Le rayon rie courbf;^^ 
en un point d'une courbe quelconque tracée sur une s^^ 
facey est égal au produit du rayon de courbure de la S^^ 
tien normale qui contient la tangente à la courbe, m^' 
tiplié par le cosinus de l'angle que ce plan fait ai^ec 
plan osculateur de la courbe, 

699. En considérant dcuf courbes planes, Tune ob^ 
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le, l'antre normale, qui ont la même tangente au 
>iiit M, le théorème de Meunier peut encore s'énoncer 
1 disant que le rayon de courbure d'une section oblique 
lia projection sur le plan de cette courbe du rayon de 
mbure de la section normale. 

Par conséquent, si Ton imagine une sphère ayant le 
lème centre et le même rayon que le cercle de courbure 
3 la section normale, tous les plans menés par la tangente 
cette courbe couperont cette sphère suivant de petit» 
(fcles qui seront les cercles osculateurs des sections obli- 
les faites dans la surface par ces différents plans. 

COURBURE DES SECTIONS NORMALES. 

700. La formule (3) du n^ 696 peut s'écrire 



dx \^l 



Prenons maintenant le point [x^ y^ z) pour origine 
» coordonnées, et pour plan des xy le plan tangent à la 
rface en ce point. L'axe des z sera la normale et Ton 

aura;; = o, ^ = o. Elu désignant 
par ç l'angle que la tangente OT 
fait avec l'axe des x, on a 

dx dy 

D'ailleurs, puisque le plan 
osculateur est normal, ou a 
»6:=zt:i, selon que le rayon de courbure est dirigé 
^5 le sens de Taxe des z ou dans le sens opposé. On 

'* donc 

±1 
r cos* (p -h 2 .c sin ^ cos y + ^ »in' (p 

*s on peut supprimer le double signe et écrire simple- 




ao4 
ment 

(2) 
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rcos'f + aisÎDf rosf -i- i9m*f 



a 



pourvu que l*on convienne de porter la valeur absolue du 
rayon sur l'axe des z dans le sens des z positifs si le dé- 
nominateur est positif, et dans le srns oppose si ce déno- 
minateur est négatif. 



SECTIONS PRIHCIPALES. 



701 . Si le plan normal tourne autour de Taxe des 2, k 
rayon p variera en même temps que f . Proposons^nousde' 
trouver la plus grande et la plus petite valeur de ce rayon. 
Comme ces valeurs correspondent au minimum et ao 
maximum du dénominateur dans la formule (a), il fan- , 
dra égaler à o la dérivée de ce dénominateur; on aura 

(/ — r) 2sinf cosf -h 2 5(cos'ç — sin'ç) = o, 

ou , ce qui revient au même , 

(3) Jiang'«p H-(r — r)t'ingy — j = o. 

Cette équation donne pour tangf deux valeurs réelles: 
Fig. 1 23. dont le produit est égal à — 1 

Comme d'ailleurs , en faisant 
varier Tangle y de o à ît, on 
obtient tous les plans nor- 
maux qui passent par le poin' 
O, il suffira de considérer les 
deux angles plus petits (p^ 
180^ qui correspondent aux 
deux racines de Tequalion. L'un étant désigné par ^i 

a. 

Par conséquent, si l'on trace sur le plan des xy d^^^ 

droites OH et OK, faisant avec Ox les angles a et a -K "i 

les sections normales situées dans les plans zOH, zC^ 




l'autre sera nécessairement - 

2 
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respondroiit aux rayons de courbure maximum et mi- 

mm. En effet, la dérivée du second ordre de - est 

P 

2 (r — r) (cos^y — sin'ç) — 8^ sin^ cos^, 

%tte expression prend des valeurs ^ales et de signes 

itraires quand on y remplace (f par a et par a H — • 

marquons qu'il s^agit ici d^un maximum et d'un mini- 

m analytiques, en sorte que si les deux valeurs précé- 

ites étaient de signes contraires, celle qui serait un 

limum négatif pourrait être un maximum en valeur 

olue. 

jCs droites OH et OK, faisant avec Taxe O x des an- 

» dont la différence est -9 sont perpendiculaires entre 

s. Donc les plans zOH et 2OK qui déterminent sur 
urface deux courbes planes à courbure maximum ou 
ûmum sont perpendiculaires entre eux. On donne aux 
lions faites par ces plans le nom de sections principales. 

VARIATION DE COURBURE DES SECTIONS NORMALES. 

f02. Prenons maintenant pour plans des xz et des y-^, 
plans des sections principales. Les valeurs de <f cor- 
pondant au maximum et au minimum du rayon de 

rbure devront être o et — Or Téquation 

s tang'f "*"('' — ^) ^^g? — s z=o 

donnera pour tang^ les valeurs o et 00 que si 5 = o. 
conséquent, la valeur de p prendra la forme plus 
plè 



' rcos'«p -h rsin*^* 

^n déduira de cette expression les deux rayons de cour- 
- principaux p' et p'', en faisant tour à tour q) = o 



^o6 i:OL'ES rrAKALTSE. 

4;t ç = -, le qui donnera 



= -î p = -» 
r ' f 



ou bien - = r, — = r. 

P P 

Ainsi 9 les dérivées partielles reit représentent lesdetff 
<.*ourbures principales au point O. 

703. Les valeurs de p' et de p" peuvent être introduite 

dans Texpression générale de la courburtt — On a 

on atira donc 

(2) l=:I.co5'(p-h-sin>, 



t 4 I 

formule qui donne la courbure d'une section déterminfl 
par un plan normal faisant, avec la section principa- 
aOjrr, un angle y. 

De là les conséquences suivantes. En premier lieu, Yen 
pression (2) ne change pas quand on met à la place des 
son supplément : donc deux sections normùles égoP- 
ment inclinées sur une section principale ont des rajo ■ 
de courbure égaux et de même signe. 

Si l'on désigne par pj le rayon de courbure d'une sccli * 
normale perpendiculaire à celle qui fait avec le plan prS 
cipal zOx Tanglef , on aura 

(3) ^ = -i8in>-f-;^cos»tf, 

«t si Ton ajoute les équations (2) et (3), 

I I I I 

- + - = -+-.• 

P p. p p 

Donc la somme des courbures de deux sections T^ 
anales perpendicidaires entre elles est constante, 

70 i. INous allons maintenant discuter la valeur g^ 
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raie de p en nous servant de la formule 

, . I cos*® sin^© 

(i) -= ^H -' 

p p p 

Supposons d'abord p' et p" tous deux positifs , et p' > p''. 
Dans ce cas, la formule ( i ) donne pour p une valeur tou- 
jours positive. Par conséquent, toutes les sections nor- 
males sont situées au-dessus du plan tangent et la surface 
est convexe autour du point O. Si p' et p" étaient négatifs, 
la surface serait encore convexe , mais située au-dessous 
dix plan tangent. 

En mettant Téquation (i) sous la forme 

on voit que - augmente depuis' — jusqu'à —9 quand ç 
croît de o à -9 et que - décroît depuis — jusqu'à ~> 

quand f varie de - à tt. 

Dans le cas où p'= p", la formule (2) donne 

I 1 

ou p = p' quel que soit ç. Toutes les sections normales au 
point O ont donc la même courbure. On dit alors que ce 
point est un ombilic, 

705. Supposons maintenant que p' et p" aient des signes 
contraires et que p" soit négatif. En mettant les signes en 
®^îdence dans l'équation (i), nous aurons 

/3 V I cos'<p sîn^9 

I^our 9) = o, on a p = p'. L'angle tp croissant de o à la 
^'our 6 donnée par l'équation 



ù" 



P 



1 



au8 COURS DAMALYSE. 

p croit ilc(>uis ^ jusqu'à riiiiiiii. Au delà d« f = o,p de- 
vient négatif et décroit jusqu'à p^ ^ valeur qui correspond à 

f = — Les valeurs de p se reproduisent ensuite dans l'or- 

''4k 

Dans ce cas, la surface est en partie au-dessus du plan I , 
tangent , en partie au-dessous. Lj 

nÉTEHMINATIOir DES OMBIUCS. 

706. Pour trouver les ombilics d'une surface^ il faut 
chercher les points où le rayon de courbure des sections 
normales a la même valeur, quel que soit le plan mené par 
la normale. 

Reprenons la formule (i) du n^ 700 en y supposant 
cosfl = 1 et en remplaçant dl} par dx^ -H dy^ H- dz^ : 
nous aurons 



2f 



dx \àx) 



Désignons par fn^-j- ou le rapport des cosinus des an- 

^les que la tangente à la courbe au point considéré fait 
avec l'axe des x et l'axe des y. Comme on a 

dz = pdx -h qdy^ 

dz 
OU aura — - = /? -h qm^ 

dx 

1*1 la formule (i) pourra s'écrire 

V^rT7^4^ [i -♦- /w' -h (/? V^«)»] 

ri = , 9 

r-h 1Î5/W -+- tm} 

ou bien 

Quand le point est un ombilic, ce rayon est indépen- 
dant du rapport m qui détermine le plan normal où ^t 
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siL^xée la courber considérée. On doit donc avoir 

' r s t 

ce cpii donne , en général , deux équations distinctes. En 
7 joignant Téquation de la surface , on aura le nombre de 
relations nécessaires pour déterminer les coordonnées du 
point cherché. 

*707. Appliquons ces principes au paraboloïde ellip- 
tique 



a ICI 






I I 

a à 



^ équations (3) sont, dans ce cas, 






I O I 

â h 



peut y satisfaire d'abord en posant 

y* 

,r == Oy fl = 6 -I- -r-^ 



f a — b 

yz=^b(a^b)^ z= — 

iLes valeurs de j' et de z étant réelles, il existe deux 
^^E^bilics situes dans le plan yOz. Ce sont d'ailleurs les 
s : car l'hypothèse y =^0 donnerait une valeur de x 
serait imaginaire. 



n. i4 
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SUR LA SURFACE DONT TOLS LES POINTS SONT DES OMBILIC^' 

708. J^orsfjue les équations 

L±^' = ^ =r L±L?' 
^ ' r s e 



,2 

9 



qui servent à déterminer les ombilics d'une surface don- 
née, se réduisent à une seule, la surface- a une infinité 
d* ombilics situés sur une ligue qu^on nomme la ligne des 
courbures sphériques. Si les équations (i) sont identiques, 
tous les points de la surface sont alors des ombilics. 

Pour trouver une surface qui jouisse de cette propriété, 
observons que les équations (i) mises sous la forme 

, V P dp _\dq g dq _\dp ^ 

^ \ -\~ p^ dv qdx^ \ -\' q^ dy P dy 

peuvent s'intégrer comme des équations ordinaires (643). 
On aura ainsi 

(3) l^p^z=Yq\ l'hq':=Xp\ 

Y étant une fonction arbitraire de y^ et X une fonction 
arbitraire de x. On tire de ces équations 



/ 1-+-Y /i + X 

(^) ^=VXY^' ^=VXY=T- 

Mais p et q doivent satisfaire à Téquation -~ = ^ ; on 
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aura donc 

(i-hX)' (i-f-Y)' -^ 

^ premier membre étant fonction de x seulement, et le 
second fonction de y^ cette équation ne peut subsister 
<ici^aixtant que chaque membre se réduit à une constante. 

wî t .^ cette constante. On a donc 



et 



riX %dx 


dY _idx 




(i-f-Y)^" ^ 


intégrant, 




R 


R 



= <i — X, =b—x^ 



Vi-4-X \/l-h 

^ <3^t. 6 étant des constantes arbitraires. En portant les 
^^«^^rs de X et de Y tirées de ces équations, dans (4), on 






6— Y 



9 = 

résultera 



VR*-(« — *)=-(*— rr 



^. 



int^rant de nouveau , 

tion d*une sphère. Ainsi la sphère est la seule surface 
i tous les points soient ries ombilics, 

THÉORIE DE l' INDICATRICE. 

«09. La courbure des surfaces peut être présentée sous 
^utre point de vue, qui donne une idée plus nette de la 
^nièredont varient les rayons de courbure des sections 
^^^^males autour d'un même point. 

«4. 



^l'2 COURS D ANALYSE. 

Prenons toujours pour plan des xy le plan tangeut^ 
surface au {)oint O, et pour axe des z la normale en 
point. 

Si Ton coupe la surface par un plan parallèle au pU^ 
tangent et infiniment voisin de ce plan, la section obtenu^ 
sera une courbe infiniment petite et du deuxième degré, ei^ 
négligeant des quantités infiniment petites par rapporta 
ses dimensions. En d'autres termes, une courbe semblable 
à la section faite par un plan parallèle au plan tangent, à 
une distance A, tend, à mesure que h diminue, vers une | 
section conique. 

En effet, si l'on développe l'ordonnée z de la surface 1 
par la série de Maclaurin , on aura 

Mais z^^ p^ q qui représentent les valeurs de ^, —, --- 

quand on fait simultanément x = o, y =.0^ sont nulles 
d'après le choix des axes. Donc on a 

1 I 

z = - r.T^ -4- SXY -I ty'^ -^ viy 

2 2 

b> désignant une somme de termes dont le degré , par rap- 
port à X et à j^, est supérieur au 
second. Si maintenant on rem- 
place z parla constante 00'= A, 
on aura Téquation de la section 
B'M'A', et si l'on fait h très- 
petite, 0) devient négligeable 
comparativement aux termes qui 
le précèdent. Par conséquent, 
on a 

^ (1) r^r'-h 2Jj:j-h fy»=2/{, 

équation d'une ellipse ou d'une hyperbole infiniment 
petite dont le centre est au point O. 



Fig. i24« 
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ri 110* Si l'on remplace h par^z, on aura 

(a) z z= -[rx^-^ isxy -{- ty'^). 

Cette équation représente un paraboloïde passant par la 
section A'M'B' et ayant pour sommet le point O. Ce para- 
Woïde va nous servir à calculer le rayon de courbure 
i^vaie section quelconque OM'C. 

Menons M'L perpendiculaire à OM' et nommons p le 
rayon de courbure en M'. On a 

,. OM" ,. oivr^ 

^ 2OO' 7ih 

Pour déduire de là la valeur de p, faisons, dans Téqua- 
tion (2), 

j: = OM'cos<j>, j = OM'sin(j), 

(f désignant r angle oirON. On aura 

OM'* (rcos'ç 4- 2^sin^cos<p -h ^sin'®) = 2/?, 

d'où 



I 



(3) p == ; : :— r~' 

* ^ rcos^ç-h 2isinycos<p -i- fsin'y 

fXHnme on Tavait obtenu par une autre méthode. 

7H. La formule p = — j- fait voir que les rayons de 

courbure des différentes sections normales sont propor- 

tioniiels à OM'*. Supposons donc que sur la trace du plan 

OM' 
z ON dans le plan des xy on prenne ON = ■j== , on aura 

p = ON'. Par suite, le rapport -— sera constant pour 

toutes les sections normales. La courbe ANB ainsi obte- 
nue sera donc semblable à A'M'B' et aura pour centre le 
point G. Cette courbe, qui donne tous les rayons de 
courbure des sections normales faites au point O ust nom- 
mée V indicatrice de la surface en ce point. 
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712. Quand riiitersertion de la surface par un plan 
parallèle au plan taugenl et inlinimeut voisin est une hy- 
perbole , il faut , en même temps , considérer une autre 
section produite par un second plan parallèle an plan 
tangent de l'autre vàlé de ce plan. On obtient par là 
une hyperbole conjuguée de la première. Dans ceciSi 
Tindicatrice se compose de deux hyperboles conjugua 
et l'on a p = ±:ON', suivant que l'hyperbole sur la- 
quelle se trouve le point N correspond à une sectio^ 
faite au-dessus ou au-dessous du plan xy. Le rayon 
courbure de la surface devient infini et change de si 
quand le plan sécant, en tournant autour de la norma 
vient passer par une asymptote commune aux deux hy"^ 
perboles. 

CONSÉQUENCES GÉOMÉTRIQUES. 

713. Toute courbe du second degré douée d'un centra' 
ayant un diamètre maximum et un diamètre minimum, 
on en conclut que la surface a deux sections normalesj^ 
perpendiculaires entre elles et dans lesquelles le rayon do^- 
courbure est un maximum ou un minimum. La somma» j 
des carrés des inverses de deux diamètres perpendicu—j 
laires étant constante, il en résulte immédiatement qo»^ 
la somme des courbures de deux sections normales es^ 
constante. En un mot, à toute propriété des diamètres 
d'une section conique, correspond une propriété d^^ 
rayons de courbure des sections normales faites par 1^* 
diamètres de Findicatrice. 



714. Quand l'indicatrice est un cercle, le point con 
déré est un ombilic. Cela arrive sur les surfaces du ^^ 
cond ordre aux points où le plan tangent est parallèle a^^ 
sections circulaires. En effet, tous les plans parallèles c^ * 
terminent, dans une pareille surface, des sections semb^^ 
blés. Il en résulte que l'indicatrice, qui en général nf^ 
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semblable qu'aux sections faites parallèlement au plan 
tangent à une distance iniiniinent petite^ sera, dans les 
surfaces du second ordre, rigoureusement semblable aux 
sections, quelle que soit leur distance au plan tangent. 
Ainsi dans l'ellipsoïde 



a} y^ ' z 



à" b^ c' ' ^ ^ » 
il y a quatre ombilics dont les coordonnées sont 

^ = o, a: = ^cosô, z=:^sin0, 
désignant un angle dont la tangente est égale à 



'^ay b' 



f2 



CAS ou l'expression du rayon de courbure se présente 

sous une forme illusoire. 

7i5. La formule 



P = 



r cos-* y 4- 2 ^ sm ^ cos<p -f- t sin'ç 

P**écédemment obtenue pour le rayon de courbure d'une 
^^ction normale faisant avec le plan des xz un angle (p , 
dépend des valeurs des dérivées partielles du second ordre 
^^ point considéré de la surface. Nous avons tacitement 
.^dmis que r, 5 et i^ avaient, en ce point, des valeurs déter- 
'^ïnées et indépendantes de l'angle (p. Mais ces fonctions 

^^ présentent quelquefois sous l'une des formes - ou — i 

S^^nd x^jr et z deviennent nulles. Pour éviter l'indéter- 
mination, on posera 

jr =^tang<p, 

**^lation qui convient à tous les points situés dans le plan 
*^ormal mené par le point (x^y^ z) de la surface, puis on 
*«Pa x = o. 

Soii, par exemple, l'équation 



'-'/ 



(i) 
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f désignant une fonction quelconque. Elle représente vue 
surface dont les sections normales à l'origine sont deipir 
raboles ayant pour axe commun Taxe des z. Les dérî^ée» 
partielles du premier ordrt* sont 



• 



et les dérivées du second ordre : 

'=/'©-S/'(S). 

Ou a bien, en général, par ces formules, ^ = o, ^ = o 
pour a: = o, y = o ; maïs les valeurs de r, 5, t se présen- 
tent sous une forme indéterminée quand on laisse x ety 

indépendants entre eux. Mais si Ton y remplace - par 

tangf, elles donnent 

r = 2/( tang^p) — atang^/' (tangip) -h tang^ip/" ( tangy), ' 
s=/' (tang(p) — tang(j)/"(tang(p), 

r=/"(tang7). 

Il faut maintenant porter ces valeurs de r, 5, t qui, 
comme on le voit, dépendent de 9, dans la formule 

I 

P = ; :: ^~7~' 

^ rcos'cp H- 2.çsin^ coS(p H- /sin'« 

On doit remarquer qu'en faisant varier Tangle y, le rayon 
de courbure peut avoir, selon la forme de la fonction yi 
un nombre quelconque de valeurs maximums ou mini- 
mums, ot il y aura autant de maximums que de minimums 
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puisque ces valeur^ doivent se succéder alteituuiveinent 
foand on fait varier f de o à 2 tt, et que la section nor- 
male revient à sa position primitive. 



■ 




TANGENTES CONJUGUÉES. 

716^ Soit MM' une courbe quelconque située sur une 
surface : imaginons les plans tangents menés par les points 
Fig^ ,25. M et M'. Si le second point se rap- 

proche indéfiniment du premier, 
l'intersection des deux plans va- 
riera de position et deviendra à 
la limite une certaine tangente 
à la surface passant par le point 
M. Cette droite limite et la tan- 
' gente MT à la courbe sont dites tangentes conjuguées. 
Prenons pour origine le point M et pour plans des zx 
et des zjr les plans des sections principales correspondant 
à ce point. Il faudra supposer x= Oyy= o^z = o^ s = o- 
L^équation du plan tangent en M' (y, j\ z!) est 

p^ el <f désignant les valeurs de p et de ^ relatives au 
point M'. D'après la formule de Maclaurin , on a 

On aura donc, en vertu des hypothèses et en négligeant 
des infiniment petits du troisième ordre , 

2 

On trouvera de même 

p' — tx\ q' — ty\ 

Par suite, les équalions des plans taiigenls en M el M 



ai8 
seront 
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Z = o, 



rx'(X-x')-h/j'vY-j')H--(rx''-f-(r'*)— Z = o. 

Ces deux équations représentent F intersection des deui 
plans tangents. Or, si Ton {K)rte dans la seconde la valeur 
Z = o, on aura , en réduisant, 

ri/ X -h /r' Y — - ( rûif^ -h (r'*) = o. 

Posons^' = mod^ m étant le coefficient angulaire de la 
projection de la droite MM', qui, à la limite, se confond 
avec la tangente MT. L'équation précédente devient 

rX -h r/w Y x' (r -h tmr) = o, 

o 

et quand le point M' se réunit au point M, 

rXH- r/wY =o, 

équation de la tangente conjuguée définie plus haut. On 
voit que si m' désigne son coefficient angulaire, ou a 



m' 



r 
tm 



ou 



mm 



Telle est la relation qui doit exister entre les coeffi- 
cients angulaires de deux tangentes conjuguées, quand on 
prend pour axes la normale et les intersections du plan 
langent avecles plans principaux. 

717. Deux tangentes conjuguées sont parallèles à deux 
diamètres conjugués de l'indicatrice. 
En eiïet , si 



X' 



r 



— H- -n: = I 



a' 



h^ 



est réqualion de rindicatrîce, on a, entre les coefficients 



^ 
^ 
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angulaires de deux diamètres conjugués , la relation 



On a d'ailleurs 



par conséquent, 



mm' = 



r t 



b' r 
mm' = = • 



Ce qui démontre le théorème annoncé. Comme d'ail- 
leurs les rayons de courbure sont proportionnels aux caiv 
rés des diamètres de Tindicatrice, il résulte d'une pro- 
[ priété bien connue des sections coniques que la somme 
algébnque des rayons de courbure correspondant à deux 
tajigentes coujugkées est constante. 



\ 



aao 
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LIGNES DE COURBURE. 





/ 



Fig. ia6. 

li 



718. Soient S une surface rapportée à trois axes rec- 
tangulaires ([uelconques, M (a:, y, z)\ un point de la sur- 
face, et MN la normale en ce 
point. Si M' (x', j', z') est un 
point de la surface, voisin de M, 
la normale M'N' n'ira pas, en 
général , rencontrer la première 
normale MN. Il faut pour cela 
qu'il y ait entre les coordonnées 
de CCS deux points une certaine 
relation que nous allons cher- 
cher. 




M 



M' 



'y 



La normale MN a pour équations 

(1) X — T-4-/>(Z — z)=:0, 

(2) Y — j -4- 7 (Z — z) =0. 

Si // et (/ désii^nont les valeurs de p et do q au point M', 
la normale M'N' aura pour équations 

(3) X — .r'-h/>'(Z — z'.) = o, 

(4) Y-j' + 7'(Z-^') = o. 
En éliminant X enlre (1) et (3), on a 

.v' — .V -+- j/ z — pz 
L = -, 

P — V 
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L eliiniuation de Y entre (2) et (4) donne 

rj y —y-^q'z' — qz 
i, = 

Od a donc réquatioii de condition, 

x'—x-^rp^z'-^pz y' — y -^ q'z' — qz 

(^^ 7^^ = V^^' — 

Cette équation et celle de la surface 

(6) z'=/{x',y) 

représentent une courbe MM' située sur la surface et pas- 
sant par le point M. Toutes les normales à la surface 
menées par les divers points de cette courbe iront rencon- 
trer la normale MN. 

719. Concevons maintenant que le point M' se rappro- 
olie de plus en plus du point M : la droite MM' deviendra 
la tangente, et les diflférences a/ — x, y' — j^ z' — z^ 
p' — p, qf — çp devront être remplacées par les difléreii- 
tielles flfr, dy^ dz^ dp^ dq. De même p' z^ — pz =d (pz)^ 
€f z' — qz = d(qz). On aura donc à la limite 

dx -f- pdz -h zdp dy -H qdz -h zdq 



m 

OU simplement 

(7) 

Mais on a 

donc 

i-t- 


dp dq 

dx -h pdz dy -f- qdz 
dp dq 

dz — pdx -f- qdy , 
dp — rdx -f- sdyy 
dq — tdy H- sdx ; 

P^H-p,/^ p,-^(.^r.)l 




dy dr 

r-hs— s~\-t-f 
dx dx 



OU bien 

( -h[/?7r—(i-h/?').v]=:o. 
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Cette équation donne pour -j- deux valeurs fonctionsde 

X et dejr. Elle indique deux directions suivant lesquelles 
il faut passer du point M à un second point infinimeDi 
voisin, sur la surface, pour que la normale en cepoiu 
rencontre la normale au point M. Prenons Tune de 

valeurs de -— et la valeur correspondante de -7— Soit ^ 

ax '- dx 

le point correspondant. On passera de même du point IW 
à un troisième point M'^, et ainsi de suite. On aura doni 
une ligne MM'M'^.. telle, que toute normale à la surfac 
menée par un de ses points rencontre la normale infinimer: 

voisine. La seconde valeur de -, aurait donné une autr 

dx 

ligne jouissant de la même propriété. 

On nomme ligne de courbure le lieu des points d'un 

surface pour lesquels les normales infiniment voisine 

se rencontrent consécutivement; L'analyse précédent 

montre qu'en chaque point d'une surface , il passe dea 

lignes de courbure représentées par l'équation diflFéreni 

tielle (8) et par l'équation delà surface. En éliminants 

on aura l'équation de la projection de la ligne de cour 

bure sur le plan des xy. L'intégration donnera deu" 

équations contenant deux constantes arbitraires qu'os 

déterminera, en faisant passer la ligne par un poini 

donné de la surface. 

PROPRIÉTÉS DES LIGNES DE COURBURE. 

720. Prenons la normale MN pour axe des z : l'équ^ 
tion (8) devient 

Le produit des racines de cette équation est égal à — 
donc les tangentes menées aux lignes de courbure qui 
croisent au point M sont perpendiculaires entre elles. 

Si maintenant on prend les plans principaux p(^' 
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des zx et des zy^ ou a 5 = 0. L'équation (9) a une 
le nulle et l'autre infinie : donc les deux lignes de 
îure ont pour tangentes Taxe des x et Taxe des j^ 
à-dire les tangentes aux sections principales. 
Ton avait à la fois 5 = 0, r=t^ les deux valeurs de 

raient indéterminées. Il y aurait donc" une infinité de 

5 de courbure passant par le point de la surface, 
Lr duquel toutes les courbures seraient égales : ce 
. donc un ombilic. Ce caractère peut servir à trou- 
as ombilics d'une surface, car si Ton exprime que IV- 

on générale ( 8 ) donne pour — une infinité de va- 

^ on aura les deux conditions 

r t X 

trouvées par une autre méthode (706). 

1. Soient O un point de la surface, O^ la normale, 
3t OB les deux lignes de courbure, Oj: et Oj leurs 
intes. Si (y et (y sont deux points infiniment voisins 
oint O sur les lignes OA et OB , on sait que les nor- 
« OR et Cy'L rencontreront Oz : soient K et L les 
fr- ,^^ points d'intersection. Je dis que 

OK et OL sont précisément les 

rayons de courbure, au point O, 

des sections principales zOx^ 

zOy, En effet, puisque Ox est 

tangente à la courbeOA, le point 

O' infiniment voisin du point 

O sur OA peut être considéré 

comme appartenant au plan 

:, Donc la droite O'R qui est normale à la courbe 

comme l'étant à la surface, déterminera, par sa 

entre avec la normale O2, le centre de courbure de 

ction principale située dans le plan zOx, On ferait 
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voir de la même manière que OL est le rayon de cour- 
bure de la section principale faite par le plan zOy, 

722. C'est ce qu'il est facile de vérifier par le calcul. 
Soient 

(,j 1 X-a:-+-/^(Z-3) = o, 

( Y— r-^-7(z--2) = o; 

( Y-r'-h7'(Z~3')=o, 

les équations de deux normales. Si le point, (jc, y, z) 
coïncide avec l'origine et que le point [x\ y\ -z') soit 
infiniment voisin, les équations (i) se réduisent à 

X=;=o, Y = o, 

et les deux autres donnent, au point commun, 

— cLx-^-Ta rdx = o , 

— É?/ -+- Z tdy = o , 
ou bien 

dx[JLr — i) = o, 

dy(Zt — i) = o. 

On ne peut pas supposer dx et dy nulles à la fois , mais 
on peut satisfaire à ces deux équations soit en posant 

(3) ^j?=o,Z = -, 

ou bien 

(4) ^r = o, z = i. 

Dans le premier cas , puîsque dx = o, la tangent 

coïncide avec l'axe des j-, et Z = - est le rayon de cour- 

bure principal. Même conclusion à tirer du second sys 
tème. 

723. Il faut bien se garder de croire que les points 
rencontre des normales soient les centres des cercles os 
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Uteurs des lignes de courbure, car ces normales se 
<H)upent consécutivement et sont tangentes à une même 
courbe., propriété qui n'appartient jamais aux normales 
menées par les centres de courbure d'une courbe gauche. 
Et même les lignes de courbure peuvent être planes sans 
<iue leurs cercles osculateurs se confondent avec ceux des 
sections principales. Il faut pour cela que leurs plans 
osculateurs soient normaux et que, par conséquent, les 
lignes de courbure soient les lignes de plus courte dis- 
tance sur la surface (61*^ Leçon). Par exemple, dans les 
surfaces de révolution, les lignes de courbure sont les 
méridiens et les parallèles. Les méridiens sont des sec- 
tions principales, parce que leurs plans osculateurs sont 
normaux à la surface. Les parallèles sont des lignes de 
courbure planes sans être des sections principales. 

CALCUL DES RAYONS DE COURBURE PRINCIPAUX EN UN 
POINT QUELCONQUE d'uNE SURFACE. 

724. Le théorème démontré (722) permet de calculer 
les courbures principales en un point d'une surface, l'ori- 
gine étant quelconque. 

La normale menée au point M de la surface a pour 

équations 

( X-^-f-/>(Z-2) = o, 

^^^ \ Y-j-h^(Z~s) = o. 

Si M' est un point voisin, pris sur la ligne de courbure, 
la normale correspondante rencontrera la première nor- 
male en un point dont le Z sera donné par l'une des deux 

équations 

dr 

(^) Z-- = rf^T-' 

(IX 



(3) Z-3 = 



d^ 



II. i5 
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dy 
En éliminant •—- entre ces deux équations, on aura 

I(rt ^ s^) (Z — zY 
~[(i-h/>')r4-(i-f-7')r~..2;^5]'(Z-.z) 
4-1 -h/?2-|-^' = o. 

Cette équation donne deux valeurs de Z — j^, et, par suite, 
de Z, qui correspondent aux centres de courbure des deux 
sections principales. Appelons p l'un des rayons de cour- 
bure , on aura 

valeur qui se réduit , en vertu des équations ( i ), à 



p = (Z — z) v/n-/>*-f-<7% 
d'où Z - 2 = —=L 



Si Ton substitue cette valeur de Z — z dans Téquation 
(4)9 on aura, en réduisant et ordonnant, 

d'où l'on déduira les valeurs des deux rayons de courbure 
principaux. 

725. Les normales d'une surface, menées parles diffé- 
rents points d'une ligne de courbure, forment une surface 
développable, puisque deux normales consécutives se ren- 
contrent. Pour avoir l'équation de cette surface, il faut 
éliminer x^ y^ z entre l'équation de la surface proposée, 
les équations d'une normale (i) et l'équation (8) du _ 
n® 715 qui exprime que le point {oc^ j^ z) est sur la ligne= 
de courbure. 

On obtiendra le lieu des centres de courbure de toutes 
les sections principales d'une surface 

F(x, y, 2) = o, 
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en éliminant x, y^ z entre cette équation , celles de la 
normale et Féquation (4) où Z se rapport^ au point de 
concours de deux normales infiniment voisines. Cette sur- 
face se composerait de deux nappes , puisque chaque nor- 
lie contient deux centres de courbure. 

X^LICATION DES THÉORIES PRÉCÉDEIITES AU PARAVOLOIDB 

ELLIPTIQUE. 

*726. Équation différentielle des lignes de courbure, 
- Soit 



l'^cjuation d'un paraboloïde elliptique. On a, dans cet 
^^xemple, 

/ -^ \ X y ï ^ 

K^J P='-'> g=TJ /•=-, 5 = 0, ^=T- 

'^ a a a à 

L'équation générale (718) 

(l -f- p^) dx 4- pqdy _ (i 4- 7') ^r -h pq^ 
rdx 4- sdy sdx -f- tdy 

<levîent 



b 



[3*-^(-S)]=f[3--*(-?)] 



^"^ ^ en ordonnant, ' 



ah^' dx" \b a a^b ab^) dx à*b °* 



^^ » en multipliant par ^ 



y 

9 



(^) 






xdx 






^ ^st l'équation diflFérentielle des lignes de courbure du 

P^»*^boloïde elliptique. 

i5. 
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Intégration de V équation (3). — Si Ton fait x' = t^ 
y • = M, cette^équadon devient 

Comme u el r n'entrent qu'à la première puissance 
on peut y satisfaire en substituant à u une fonction 1 
nëaire de i^. Posons 

u = Ci' -i- c , cl ou -7- = c, 

dv 

• 

En substituant dans Téquation (4), les termes qui miil ^ ^'* 
plient 1^ se détruisent el il reste 



1 
.1- 






d^où 

, ab {a '^ b) c 
b -^^ac 

La constante c reste donc arbitraire, et comme Tintégr 
ne doit en renfermer qu'une, il en rësuite que w = cv 
ou 

i^\ , , ab{a — b\c 




ac 



est l'intégrale générale de l'équation (3). En faisant varL 
c, on aura les projections sur le plan des xy de touc:^ 
les lignes de courbure. Ces projections sont des ellip^- 
si l'on a c<^05 des hyperboles quand c est ^ o. EIL 
ont toutes leur centre à l'origine. 

Détermination de la constante c, — Si l'on veut a vo- 
les lignes de courbure qui passent par un point (a/, y'^ 
de la surface , on déterminera c par l'équation 

ab [a — b]c 
^ ac 
ou 

ax^c^ 4- [6x'» — af^ -f. ^6 ( a — ^) J c — by^=z o. 

On en tire deux valeurs de e réelles et désignes contraires 



T 

es 
es 
es 

ir 

') 
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puisque a et b sont de même signe. Ces deux racines 
s tant désignées, par m et ^ — n^ les projections des lignes 
le courbure seront représentées par les équations 

ab{a — b)m 



tp) J" ' = wx- •+- 



7 ) j^2__„^2^ 



b -+- am 

ab [a — b)n 
an — b 



a j)remière courbe est une hyperbole, la seconde une 
lî j)se. 

discussion, — La constante m peul varier de o à Fin- 

-, mais n doit être plus grande que - el ne peut va- 
L^ que de - à Tinfini. En effet, Foqualion (7) étant 



sous la forme 



ab (a — b)n 

na^ =z — i p^, 

an — b 



M 

Second membre doit être positif : donc, puisque a est 

^ & , il faut que Ton ait an — b^o ou « ^ — 

examinons maintenant les hyperboles représentées par 
^<|;iiatîon (6). A cause de Thypothèse a^i, toutes ont 
axe réel dirigé suivant Taxe des j^. La valeur du demi- 
transverse est 



l>i 



/ab (a — b)m 
y ^ -f- am 



len 




ab (a — b) 

/; 

a H 

m 

■^ ^n varie de o à Tinlini, cet axe augmente de o à 
^ (a — b). En mettant Téquation (i) sous la forme 

j2 ^/^(^/ — h) 

m -4- am 
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on voit que pour m = oo elle se réduit à a: = o. L'hy- 
perbole se confond alors avec Taxe des j on plutôt avec 
la portion de Taxe des y qui commence à line distance de 

l'origine égale k± sjb [a — b). 

Les ellipses représentées par l'équation (7) ont leurs 
axes dirigés suivant Taxe des x et Taxe des j^. 

Les demi-axes ont pour expressions 



/ab{a — b) /ab[a^b) 

Le premier, dirigé suivant l'axe des x, diminue donc 

h 

de l'infini à o quand x augmente de - à 00 . L'autre demi- 



axe diminue de l'infini jusqu'à sib [a — b). Donc tout 
point situé sur l'axe des r et à une distance de Torigine 

plus grande que v* (a — b) sera le sommet d'une de ces 
ellipses. Pour 71 = 00 l'ellipse se réduit k l'axe des y^ 
comme le montre l'équation (7) mise sous la forme 

r' , ^ ab{a'-^b) 

n an — 

■ 

cela résulte encore lele ce que l'autre axe se réduit alors 
à o. 

Si j/= o, une des valeurs de c est infinie et l'autre est 
positive ou négative suivant que y* est > ou <^ que 

sjb [a — b). Les projections des lignes de courbure sont 
alors l'axe des y et des hyperboles ou des ellipses, selon 

que y' est plus grand ou plus petit que sJb [a — b). 

Si j^' -•= o, une des valeurs de c est nulle et l'autre tou- 
jours négative. Dans ce cas, les lignes de courbure se pro- 
jettent suivant l'axe des x et suivant des ellipses. 



f 
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<UL DES DIFFÉRENCES FINIES. NOTIONS PRÉLIMINAIRES. 




%7. Le but général du calcul différentiel est de cher- 
rles limites des rapports des accroissements simultanés 
plusieurs quantités variables, ce que Ton peut faire 
s considérer les valeurs numériques de ces accroisse- 
nts. Dans le calcul aux différences finies, on s'occupe 
contraire de ces valeurs numériques et l'on cherche à 
déterminer la loi. 
Soient 

suite de valeurs successives que reçoit une quantité va- 
able. Si Ton retranche chacune de ces valeurs de celle qui 
"^ "^ suit, on obtient ce qu'on ap[)elle les différences pre- 
dièi'es de ces valeurs , et on les représente par 

Ail,, A/i,, A;/,,..., Aw„, 
n sorte que l'on a 

^-#1 H, = A f«o, Wj — tf, = A I*,, . . . , Itn^i —./<« = A tt«, ... . 

En opérant de la même manière sur la suite des difle- 
^irences premières, on obtient une suite de diflereuces 
deuxièmes^ qu'on représente par 

On a donc^ par dëGnilion , 

Af/, — Al/, = A'//,, lih — Aw, = A'«,, .... 
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On formera de la même manière des différences troisiè- 
mes^ quatrièmes^ etc. 

Par exemple, la suite des carrés des nombres entiers 

'> 4> 9i ï6, 25,..., 
a pour différences premières 

^» ^> 7' 9> • • •» 
et pour différences secondes 

les différences troisièmes, et par suite les différences 
d'un ordre supérieur, sont nulles. 

Dans cet exemple, toutes les différences secondes sont 
égales à 2. Si Ton admet la généralité de celte loi, on 
pourra prolonger indéfiniment la suite des différences pre- 
mières, et, par leur moyen ^ celle des nombres carrés. 

728, Le calcul des différences est fondé sur quelques 
principes analogues à ceux qui forment la base du calcul 
différentiel. 

En premier lieu , w, v^^ z étant des quantités variables , 
on a 

c'esl-à-dire que la différence iVune somme est égale à la 
somme algébrique des différences de ses parties. En effel , 

^[rl-i-^> — z ) =: ( W, -H <», — Z, ) — ( W -h f — z) 

= (w, — w)-h(ï'i — «')""( 2^' •"") 
= A«-4~Ac — Az. 

La différence d'une constante est nulle. Donc 

(2) A (« -i- /î) = Aa. ■ 

On a encore 

( 3 ) ^ Ci au ■==. aùiUy 

rar ùinu = au^ — an == a [u^ — ?/) = <7 A/r 
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EXPRESSION PE A' U. 

'729. Proposons-nous de trouver Tncpression de A"** 
«i"à fonclion de li, iii, . . . , «„. On a d'abord 

Ait = 1/, Uy 

Atf, = «a — Ml. 

Mais A*M=rAa, — au: 

donc A- « = Ui — 2 «, -h a. 

^'««1 doit être composé aveciis, i/t, Wi- comme A* a avec 
''«> 1^1, w. On a donc 

et en retranchant A'// de A* m,, 

A'tf = tt) — 3 ttj 4- 3 tt, — «. 

^^ trouvera de la même manièi^e 

^^ ainsi de snite. On voit que les coefficients numériques 
î^i entrent dans A'ii, A'ii, A*ii, Texpression des dîffé- 
''^tices sont les coefficients des puissances deuxième, troi- 
*^^nae, quatrième du binôme, d'où Ton conclut , en géné- 
ralisant, 

( w\ n [n — ï) _, 

V * ; A"tf = «, — /ïi#»_, H ^^ -' w,_, — . . .± // , 

1.2 

^^ > sous une forme symbolique , 

A*;/ = (f* — i)(»), 
^Salité qui tiendra lieu de la précédente, pourvu qu'après 
oîr développé le second membre par la formule du bi- 

e, on remplace f<^, ii*, a'. . . par ii, lii, lif . • . 
ï^our démontrer la généralité de cette loi , posons 

^ ^ ) A" //= w„ — A w„-., -h B /i,_j — C Un^y H- . . .± «. 

On aura également 

^ ^ ) A^tt, = M„+, — A«r«-H Bw„_, — C//„._5-+-. . .±w,, 

^^ en retranchant (2) de (3), 

A"-»-' M = 1^,,.^ , — - A I «„ -f- D I w„ _, — C j //„ , -f . .qp //. 
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Or on sait que si i, A, B,... sont les coeiTicients d 
(.r-h i)", iH- A, A -h B,. . . sont les coefficients d 
(x-hi)"+'. De là résulte que si la formule (i) est vrai 
pour l'indice //, elle Test encore pour Tindice //-t- i, c 
qui démontre ^a généralité. 

730. Autrement, supposons la loi démontrée pour Tir 
dice n et posons 

on aura A^w, = y Rtf^4,,. 

Donc A^+'f^rs YRtt^+, — yKtt^, 

ou, sous une forme symbolique, 

Il résulte de là 

A"+'« = (w— i) 2 KuP = ( w — i) [u — \Y''\ 

et, par conséquent, 

EXPRESSION DU TERME GÉNÉRAL D^UNE SUITE EN FONCTK 
DU PREMIER TERME ET DE SES DIFFÉRENCES SUCCESSIVE 

731 . On a , par définition , 

tf, = f£ -H Afi, 

Att| = A// + A'a. 
En ajoutant ces équations membre à membre , on a 

«5 = « -I- 2 A M H- A^ «. 
On aurait de même 

A Wj r=: A rt -h 2 A^ /« + A ' u , 
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d'^ou, en ajoutant ces deux équations , 

et ainsi de suite. On est ainsi conduit par induction à la 

formule 

n(n — i) 



W) 



«,1== a -4- nAu 4- 



1 .2 



A'a-f-. . .4- A»», 



^tt à la formule symbolique 

«„ = (i4- A)'»tf, 

dont l'exactitude se démontrerait par le mode de rai son - 
'•émeut employé aux n«« 729 et 730. 

DIFFÉRENCES DES FONCTIONS ENTIÈRES. 

'32. Supposons maintenant que u soit une fonction 
euiièfe de x du degré m, et que Uj, u^^. . , représentent 
les Valeurs successives que prend cette fonction, quand on 
doixi^ç à X une suite d'accroissements égaux représentés 
Tf^^ h. Soit 



On 



a = Aa:^4-Ba?"->-HCj:^-'4- 



aura 



4- C [ (a: -4- ^ )— » — j:«-» ] 4- 

^'^ développant et ordonnant par rapport à a;, on aura 
'^'^ résultat de la forme 

^^ premier terme est du (/n — i)»^'»'? degré et son coeffi- 
^^Ut se forme en multipliant le coefficient du premier 
^^^e de u par Texposant de ce terme et par h. 

Êln opérant de la même manière sur la dilTérence pre- 
^^^ère, on aura 

^ trouvera de même 

A»a=iw(/w — i)(/w — 2)Ah\v"*-^-{- B"'^-'4-. . ., 
^insi de suite. 
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Le degré de chaque différence va en diminuant d^is-xi 

unité, d'où l'on conclut que la m**"" sera constante et- se 

réduira au premier terme, dont la loi est connue. On 

aura donc 

A" Il = 1 . 2 • 3 . . .mkh^. 

jiinsi les différences m*^"*'^ rfune fonction entière de 
degré m sont constantes, lorsque la ^variable croit par 
degrés égaux. Les différences suivantes sont donc nulles. 

733. Soit u = af'^. Alors 

A" Il = I . 2 . 3 . . . /If /l", 

II, = (.r -f- h)"*y «2 = (x H- 2 /i )", . . . . 

Si Ton substitue ces valeurs dans la formule 

/ \ fi (n — i) /pvoi \ 

^i) A" tf = ii« — /îii„_, H ^ ^ii„-.j-l-. . ., \io\) 



i .2 



on aura, si n=: m^ 



. j 1 .2.3. . ./w/i'"=(j: 4- wA)" 

^^' f — /w[x4-(//i--i)/i"f"-|-...±x 

Faisant a: = o, A = i , 

[ 1 . 2 . 3 . . . /w = /»'" — m (m — I )" 

(3) l m (m — i), \„ _!. 

^ ' ) H i i(/?i — 2)*".. .±://i. 



I .2 



Si l'on suppose n^m^ alors ou a A" ii = o, et la for- 
mule ( 1 ) , en faisant encore , x = o, A = i , donne 

(4) O^/ï"— «(« — !)'» H ^ i(/ï — 2)"'. . .. 

I . Ji 

734. Prenons /i égal à un produit de facteurs équidif- 
férents. Soit 

a = a:(:p4- A) (.^^ + 2 A). . .[a:-*-(« -- i)//], 

on aura 

(i) Aw = (x-|- /i)(a:-4- 2/i). . .[^H-(/i — i)/i]///^, 
(2) A'ii = (.r 4-2 A)- . -[^4- (« — 0^']- • •''('* ~" 0^'*'- 
La loi de formation est évidente. 
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^DIFFÉRENCES DE QUELQUES FONCTIONS FRACTIONNAIRES OU 
\^m TRANSCENDANTES. 

735. Voici encore quelques exemples de différences de 
fonctions non entières : 



!•. u = 



Au = 



A»w = 



a: ( j; + A) (x 4- îi /i ) . . . [x 4- (n — i) h] 

— /»A 

x(x'^ h) (.r-f- 2/1). . .(x-h nh) 

or ( a: H- A ) ... (j: -h /îAj [x -h (/i 4- i ) A ] . 
et ainsi de suite. 



a*». 



u =a' 



et , en général , 



lu = a' (a^ — i), 



3«. 



a = sin (ax -+- ^), 
A/i = sin(«a: + aA -h ^) — sin («0:4- ^), 

A sin (ûj: H- ^) = 2 sin - ûâ ces ( ajr 4- ô H | - 

On trouverait de même 

A ces (flj? 4- i) = — 2 sin - aA sin lax-\-b-\ ) . 

On trouvera ensuite 

A' sin (flo; 4- ^ ) = 2 sin - ah,à ces ( no: 4- ^ H 

^ ' 2 \ 2 

et, à cause de la seconde formule, 

A'sin(aj:4-^) = — 4 sm' — sin(tf.r4- à 4- «A)» 
et ainsi de suite. 
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CALCUL INVERSE DES DIFFÉRENCES. DÉFINITIOlfS I 

NOTATIONS. 

736. Le calcul inverse des différences a pour objet 
déterminer une fonction quand on connaît sa difiërei 
finie, ou lorsqu'on a une relation entre cette fonction, 
variable dont elle dépend et quelques-unes de ses dij 
rences. Mais nous nous bornerons au premier cas. 

Soit X la variable indépendante dont Taccroissem 
Ao: est supposé constant et égal à A; soit F (a:) la fonct 
inconnue et/* (a:) la diiférence donnée : on doit avoir 

AF(«)=/(x), ou F(jr-f.A)-.F(x)=:/(x). 

La fonction F(a:) dont la différence est f(x) se 

présente par ^^f(x) et se nomme Tint^rale aux dî 

rences finies àQf[x), Il est clair, d'après ces notatia 

que les caractéristiques ^ et A appliquées à la mê 

fonction se détruisent , et que l'on a 

737. Dans le calcul intégral ordinaire, quand on a 
tenu une intégrale particulière d'une différentielle donn 
on ajoute à cette première solution une constante ar 
traire pour former l'intégrale générale. Dans le calcul 
tégral aux différences finies, ce n'est pas une consta 
arbitraire qu'il faut ajouter à une intégrale particuli£ 
mais la fonction la plus générale dont la différence 
nulle. Ainsi ^(x) étant une fonction dont la diffère 
esiy (a:), il faudra que l'on ait 

F(jr)=r (p(â;)-f.cT(j:), 
u[x) devant satisfaire à l'équation 

BT (a: -f- A) — cT [x) = o. 
La valeur de la fonction zs(x) est complètement arbitra 
quand x passed*une valeur quelconque a à la valeur a -+ 
Pour les valeurs de x, qui ne sont pas comprises dans 



o 



Vk' 
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î Kstervalle, o (x) sera déterminée par la condition de re- 
jcendre la même valeur quand x augmente de /i. On la 
omme pour cette raison une fonction périodique. 
Cette fonction peut être représentée par une courbe. 
Prenons sur l'axe Ox des intervalles AA', A' A'', 
'''A'",... égaux à h'^ puis élevons les perpendiculaires 
Fig, ii8. égales AB, A'B', A''B'^.... 

Traçons à volonté Tare 
BMB', et soit BB'B'B'^ . . 
une ligne composée d'un 
nombre indéfini d'arcs égaux 
à BMB'. L'ordonnée de cette 
courbe aura la même valeur pour des valeurs de x qui 
diffèrent de h et représentera la fonction cherchée. 

On aurait une fonction jouissant de la propriété en 
question, si l'on prenait 

CT (x) ssW I sin— — » cos— ^ — j 9 

* désignant une fonction tout à fait arbitraire. 

'^'^ÉORÈMES SUR LES INTÉGRALES AUX DIFFÉRENCES FINIES. 

738, Dans le calcul intégral, / y*(a:) r/x représente la 

^^mme des valeurs de la différentielle J^(x) dx quand x 
^srie de a à b. L'intégrale aux différences jouit d'une pro- 
priété analogue. 

Soit V [x) une fonction dont la différence finie est 
j{x). On a, quel que soit x^ 

^Y{x) ou F(x-i- A) — F(x)=:/(a7). 

Appelons a:©, ^i, ^a?* • • 5 «2r„ des valeurs de x croissant 
P^r intervalles constants et égaux à h. On aura 

F(.r.)-F(xo)=/(x,), 



r(.r,)-F(x„_,)=/(.r„ .). 
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d'où 

(i) F(^.)-FK)=/(:ro)4-/(x.)-h...H-/(i^,). 
ce qu'il fallait démontrer. 

Notons encore, comme exemples de l'analogie des d( 
calculs , les formules 

(3) ^au:=a^u, 

conséquences évidentes des formules (2) et (3) du n° 7! 

INTÉGRATION DE QUELQUES FONCTIONS. 

739. On a trouvé (735, 2°) 

A.û' = «*(fl^— i), 

d'où Ton tire, en intégrant, 

Si Ton donne à x les valeurs o, i , 2, . . . , n — i , 1 
A = I, et en appliquant la formule (i), on aura 

fl" I fl" — I 

I + a -4- a' 4- ... -f- û"-' = = 

a — I a — I a — i 

C'est la formule connue qui donne la somme des ter j 
d'une progression géométrique. 

740. On a trouvé (735, 3°) 

A sin ( ax H- b)= 1 sin - oA ces iax A — - 4- ^ j : 

changeons xenx ? il vient 



Asm 
d'où 



mi ax \- b\ = 2 sin - ah cos (ax-^b)^ 

\ 2t / 2 



sin ( ax )r b 

> cos [ax -\- h) 



2 sin - ah 
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En faisant a: = o, 1,2,..., n — i , on aura 
s^ 4- cos {a -h b)-^ cos (la •+■ ^).-4- ... 4- cos[(/i— i)fl -f- b] 



. 1 

2 sin-a 
2 



c esuà-dîre, 

cosô -f- cos(a + ^) + cos(2o H- i)-f-. . .+ cos[(/i — î)a^ b] 

, na //i — I \ 

sin — cos ( a^h\ 

_ 2 \ 2 ) 



sin- a 
2 



On trouverait de la même manière 
î^îri b -4- sin {a -f- ^) -+- sin (2 a -f- ^}-t-. .* + sin [(« — 1) « 4- J] 



. na 
sin — sin 
2 



in ( a 4- ^ j 



. I 
2 



741 . En intégrant U formule du n° 734 , et renipla- 
Ç^iït ar par x — A, et »parn-+-i, on a 

i ^x(a:-4- A). ..[j:-f-(/i — i)//] 



(/H-i)A 



On tire de la seconde formule du n° 735, 

2 



(2) ) ^A-(dH-^)...[j:-h(/i— i)A] 



X ^ 77-7 7^ — F ; :T-7-,-f-C. 



(/i — \)h x.(x-\- h)[x 4- iK).,,\x-\- (n — tk) h] 

En changeant x en m 4- A, dans la formule (i), puis 
^^îsant A = I , 'on aura 

ï •2.3. : ./i 4- 2.3.4 . . .(/2 4- 1) 4- 3.4.5. . . (/i 4- 2) -h. . . 
(3) J -|-/ii(/ii 4-i)(/w 4- 2). . .(/w 4-« — 1) 

/w ( m 4- I )(/w 4- 2) . . . (/w 4- /?) 
^ «4- I * 

II. 16 
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Ici la constante est nulle parce que le premier membi 
est nul pour m= o. 

Par exemple, si n = 3, on a 

i.2.3H-2.3.44-3.4«5-l-...-4-'w(/w4-i)(m-4-2) 

= -T m (/w -f-i) (m -I- 2) (m -f- 3). 

On tirera de même de la formule (2) 



,. , 1.2. ../i 2.3. . .(/i 4- 1) "' /7i (m -+-!)...( /w -h « 

v4) { r 

= -L-.r î 1 

n — I Li.2.3...(/i — i) /?i{m-f-i)..'(wH- 

Par exemple, on a , pour n = 3, 



I 


-5-»-- 
.3 2, 


I 
.3.4 "^ 


I 


• 


I 




I .2 


3.4.5 ' •■• ' 


m 


(m-hi){m 


+ *) 




I 


I 


• 

1 

• 










""î 


2/w (m-f-i) (/11-I-2)' 








pour n 


= 2, 














I 

h 

1 .2 


I 

2.3 


, I 


= 


I 






• • • 1 / \ 

m{m-+-i) 


W + I 





Il est facile de vérifier ce dernier résultat, car le premi 
membre peut se mettre sous la forme 

(•-î)-^(î-5) + (5-?)-^--+(^-,irT7. 

et la somme de ces termes est évidenimçnt égale 

I 
I . 

m -f-i 



f 



ciuquante-huitieme leçon. 
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*uitedu calcul inverse des différences, — Intégration des fonctions entières. 
— Éyaluation des sommes par les intégrales ordinaires et des intégrales 
par les sommes. — Formules d'interpolation. — Formule de Newton. — 
Pormnle de Lagrange. — Approximation des quadratures. 



INTÉGRATION DES FONCTIONS ENTIÈRES. 

^742. L'intégrale d'un polynôme du degré m 

/(.r) = Aj:"-hB.r«-'-*-Caf— ^-h. . ., 

^^'vant être un polynôme du degré m -h i, posons 

^ , B', C'j . . ^ désignant des coefficients inconnus. 
On doit avoir 

A'[(i -H A)"-*-' — JC^+'J -f- B'[(ar -f- /*)'"— x«] +. . 

= Aj:«4-Bx*-'-f-Ca:^»-h. .. 



bien 



(m'hi)A'h 



A' h' 



I .2 

B'/wA 



jjW-l 



1.2.3 
1 .2 



= Aaf-h Bar-' -h Cr^-' 

En égalant les coefficients des mêmes puissances de x 

i6. 
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dans les deux membres, on aura 

B'=4-iA. 

mh 2 

Ch I _ mXh 
C = ' B H , 

m + 1 2 2 



et ainsi de suite. 

Pour trouver "V x"*, îl suffit de faire A = i, B = o, 
C = o, etc., et l'on a 

A' — — i— 

""(m-Hi)A^ 

2. 

L = ?•••» 

2 

d'où 

\^a:^ = r-r-^*^"*^' *" H /w//^~' — ...» 

--fci^ (m-hi)A 2 12 

On voit que le premier terme est égal à Tintégrale de 
af'dx divisée par h et que Je coefficient du second est 

égal à 

^ 2 

14ii, On peut trouver ^^ a:"* et plus généralement 

'V/(ar) par la série de Taylor. On a 

/(^ + A)~/(^) 

ou A/(x) z^^hf [:jc) h- ^r (^) 4- ... ; 

ce développement se termine de lui-même quand y (x) 
est une fonction entière de x. 
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îSi l'on intègre les deux membres, on a 
«t si Ton pose/(j:) = a:™+% 

- (/w -i-i)/w (/W — î) . ^ri 

1.2.3 .'M 

Pour déduire de là "V j:'**, il faut faire successivement 
''^ = o, 1 , 2, 3 ... ; on aura 

Jmâ 5/12. 3 3o 



"^i Von fait A = 1, et qu'on donne à x les valeurs o, i , 2, 
^- . ./i, ce qui change Sx"* en Sx"*-|-J^, on aura les 
sommes des puissances des nombres i, 2, 3,..., n, savoir: 

S, = -/t'-h-« 1=--^ ■\ 



222 

I , I , I « ( /l -4- 1 ) ( 2 « + 1 ) 
320 1.2.3 

424 4 



I i [ I 

5 2 3 3o 



On remarquera que la somme des cubes des n premiers 
*^ombres est le carré de la somme de ces nombres. 



a46 COURS D^NÀLTSE. 

SOMMATION DES PILES DE BOULETS. 

744. Considérons d^abord une pile à base triangu-- 
laire. Soit n le nombre des boulets contenus sur. un c6té 
de la base, la base contiendra un nombre de boulets égal et 

i-h 2-h3.. . + « = — ^ -• 

Pour avoir le nombre total N des boulets, il faut faire^ 
successivement /i = i, 2, 3, etc., ce qui donnera les boa- 
lets contenus dans les diverses tranches à partir du soni— 
met. Le nombre cherché est donc égal à 

1.2 2.3 ^ 3.4 , /i(/H-i) 

- > 



3 2*2 2 

OU, d'après la formule (i) du n° 741,* 

1.2.3 

Si la base de la pile est un carré dont chaque côté reu 
ferme n boulets, le nombre des boulets de cette trancha:' 
sera n*, La somme de toutes les tranches sera don^ 

I -h 2' -f- 3' -f- . . . -h 71% 

et Ton aura (743) 

(2) JV ^ 

Soit enfin une pile rectangulaire. Appelons n le nom— ' 
bre des boulets contenus dans le petit côté de la base e^^ 
a rf- 1 le noEdbre des boulets qui forment la rangée supé — 
rieure de la pile. Par Tune des extrémités de cette ran- 
gée, concevons un plan parallèle au plan du triangle équi— 
latéral qui aboutit à l'autre extrémité. La pile se trouva 
alors partagée en une pile à base carrée et un prisme 
dont l'arête la plus élevée contient a boulets. Donc si 
Ton nomme N le nombre des boulets de la pile, on aura 
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OU 

(3) ^_ /i(/i-f-i) r fl -4-1.4-2(71+^)1 

or a+i est le nombre des boulets de l'arête supérieure 

et /» + a le nombre des boulets d'un côté de la base : 

donc le nombre des boulets et une pile triangulaire est 

égal au nombre des boulets contenus dans Tune des 

^aces triangulaires, multiplié par le tiers de la somme 

^s nombres de boulets contenus dans les côtés parais 

Jèles de la pile. 

Il existe une analogie évidente entre la formule (3) 
^t celle qui donne le volume d'un prisme tronqué. 

EVALUATION DES SOMMES PAR LES INTÉGRALES ORDINAIRES 
ET DES INTÉGRALES PAR LES SOMMES. 

745. Soit 

. F(a:)= C/{x)da>. . 

n a, par la formule de Taylor, 

F(x-^h) —F (a:) 

Donnant à x les valeurs JCo, Xi, Xj,. . .,^i»-i etdési- 
SOant Xn par X, on a 

F(ar,) — F(xo) 

F(x,) — F(x,) 

I«2 I*2>0 

"F(xV-F{"Ci) 
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et, en ajoutant membre à membre, 

F (X) - F (x.) = h \/(x,) +f{x, )-+-... -h/(a;„-,) ] 

^'.[/'(^.)-H/'(^.)^-•••-^-/'(^' 



1.2 

Posons 



Comme F (X) — F [x^) n'est autre chose que Tint 
définie de f [x) dx^ prîse entre les limites a:© et X 
galité précédente pourra s'écrire 



X. 



^f[x)dx= h Sf(x) -h —s/' (x) -r —:,Sr(a 

^ ' ^ V / i .2 ^ ^ 1.2.3 



Remplaçant y* (x) successivement par /' {^)^f" ( 
on aura 

/ W -/ W = AS/' (x) + ^ S/" (:.) + ^ S/'" {. 
/' (X)-/'(:c.) = AS/'(*) + -^S/"'(x)H--4ô S/" (a: 
/"(X)-/"(x,)=AS/"'(x)-|-il-S/"(.r) + ... 

I • ^ 



Multipliant ces égalités par i , A A, B A', C A* . . . , ei 
tant, il vient 

/ /(^)d:r+AA[/(X)-/(:ro)]H-BA^[/'(X)- 

C/»»[/"(X)-/"(x,)]-)-... 



+ A' S/" (x) ( — -, + — + B 

^ ' \I.2.3 I .2 

-h A« S/*(x) ('— V? + -^t» + T^ 

\t.2.3.4 1.2.3 1 . 



B_ 

2 
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î second membre de cette égalité se réduit à hSJ'{x)^ 
l'on pose 



— - 4- A = o, 

i.2 



A 

H h B = o, 



I .2.3 I .2 



H 5 H h C = o, 



1.2.3.4 1.2.3 1.2 



ù l*on tire 



A = -i, 

2 



B= A 

12 
C= O, 
f 



D = 



720 
E := o, . . . : 



là résulte 



is/{x) = 'j_£y{x)da:-l[/(X)-/(x,)] 
^ \ +^A[/'(X)-/'(:r.)] 

rmule qui sert à représenter une somme au moyen 
une intégrale définie. 

ra dépendre la détermination d'une intégrale ordinaire 
î celle d'une intégrale aux différences finies. En rem- 
açant S/(x) par /(^o) 4-/(^1 ) 4-/ (xj) -t-. . . , on 
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aura 



i£^/{x)dx = h^^+/{x,)-h/(x,)+...-i.-^ ] 



(3) \ __A'[/'(X)-/'(x.)] 

' A'[/"'(X)-/'"(:r,)] 



On remarquera que le coefficient de h est égal à ^^ 
somme des trapèzes inscrits dans la courbe y =y (x), ^^ 
déterminés par des ordonnées équidi s tantes. Quant ■^f='^ ^ 
premier membre, il représente Taire de cette courbe. 

747. La détermination des coefficients A, B, C, . . — ' 

peut se faire au moyeu d'une fonction particulier 
puisque leur valeur numérique doit être indépendaim 
de la fonction y (x). Si l'on prend 

on a 

I f{x) dx '=z e^ — <?'«, 

S/(ar) = ^û-f.e'»-^-^ -h. . .-»-<?'» + ('»-')* = — ^ — .", 

puisque X = Xo -+- nh. 

Si Ton porte les valeurs précédentes dans Téqua. 
lion (i), le facteur e^ — e""^ se trouvera commun au 
deux membres, et, en le supprimant, on aura 

(4) -T-^ — = 1 4-AA-hBA» + CA»H-.... 

^" — 1 

Il suffit donc de développer -j suivant les puissaim* 

ces de A, ce qui se ferîj par la formule de Maclaurin. 
On sait déjà que A = : Tcgalilé (4) revient donc 
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Ja suivante, 

h h hle^-h i) 

e^ — I 2 2 (e'^ — i) 

)u bien 



2 , ^ 2 



, 4-BA»-f-C^^4-DA< 4-...= - 



h 6? 4- ^ 



2 A __A 

.2 „ a 



^ second membre ne change pas quand h est remplacé 
SIX — hm D en résulte que le premier membre ne doit 
ïxifermer que des puissances paires de h. Oq a donc 

C = o, E = G, . . . . 



B-ORMULES d'interpolation. FORMULE DE NEWTON. 



748. L'interpolation a pour objet de trouver une 
^i:iction d'une variable, connaissant les valeurs de cette 
onction qui correspondent à un cerlain nombre de valeurs 
oiinées de la variable. Ce problème est indéterminé 
^ïit qu'on ne fixe pas la forme de la fonction cherchée, 
sir il revient à faire passer une courbe par des points 
c>iinés, ce qui peut se faire d'une infinité de manières, 
siiit que la courbe n'est pas définie. Le problème de 
interpolation devient déterminé quand la fonction est 
'Onnée de forme et qu'elle renferme autant de paramè- 
i*es distincts qu'il y a dé valeurs données de la fonction. 
^ar exemple, si l'on se donne n 4- i valeurs d'une fonc- 
lon entière du degré Wj.pour/t -f- i valeurs de la varia- 
ble, on aura n -h i équations pour déterminer les /* H-i 
'OefBcients inconnus. 

Nous examinerons d'abord le cas où les valeurs de la 
variable sont équidistaiitès. 

Soient donc 

* 4- I valeurs équidistantes d'une variable, et soit A leur 
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différence constante. En choisissant convenablement l'o- 
rigine des x^ on pourra faire en soçte que 

a?o = o, a:, =: A, a?2 = 2 A, . . . , .r„ = nh. 

Soient 

1^09 ^\9 *^2i • • • > **« 

les valeurs correspondantes d'une fonction u^ que nous 
supposerons entière et du «''"** degré. A Taide de ces 
valeurs on pourra former les différences successives Aiio» 
A'mo, ^'wo,. . .. Mais on a (731) 

m (m — 1 ) 

«fl, = «0 4- w A «9 H A' 1*0 -h ... . 

1 .2 

Ce développement de w,„ s'arrête de lui-même au terme 
qui contient A'^iio, parce que les coefficients des termes, 
suivants se trouvent nuls. Ainsi on peut le prolonger) 
indéfiniment. En supposant m <^n ou au plus égal kn ^ 
on peut écrire 

1 m (m — I ) 

\ u„^= Uo-^màUo H i ■ — i A' «0 -f . . . 

(l) 

i m (m — i)(/w — 2). . .(///-r- /2 -f-l) 

1 .2.3. . .n ~^ 

Remplaçons m par y 9 et posons 

(2)' ' 

^ ' ' x [x \ (x \ A"^, 

Le polynôme u se réduira évidemment à w,„ pour x=mh\ 
par conséquent, il aura les valeurs 

llQy Ufj Wjj • • •> ^n> 

pour X égal à 

O^ ^, 2^, . . •, /Z /<, 

et comme il est du n'*""'' degré, ce sera donc le polynôme 
demandé. 

La formule (2) est connue sous le nom de formule 
d'interpolation de Newton. 
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FORMULE DE LAGRANGE. 



749. Supposons maintenant que les valeurs données 
de jr, 



•^«J ^i> ^79 • • • > ^ny 



soient quelconques. Posons 

^^Tx a pour déterminer les n -h i coefficients A, B,..,, (t, 
'^s ^ -}- I conditions 

//^ = A -H BoTo + Ca: J -h . . . -*- Ga;J, 
a, r=r A-f-Ba:, -f-C^J -f-. . .-hG^^, 



(^^ 



i/„ =: A -f- Bx„ 4- Cxn + . . . + G j:". 



15' après les formules de résolution des équations du 

P^^emier degré, les inconnues A, B, C, ... contien- 

^**oiiliio, Wii . • . , w„ jiu premier degré. En remplaçant A , 

"î C,... par leurs valeurs dans la fonction m, et réunissant 

^^Us les termes qui renferment Wq, Wi . . . , on aura 

^0, Pi, Pj. . . étant des fonctions de x et de Xq^ X|, 
•*^ï. . . , Xrf Si l'on fait x = Xo^ dans la formule, on doit 
^ït^uver ft = «09 c^e qui exige que Ton ait 

Po = i, P, =o, P2=o, ..., pourjr=:.r„ 

^sir les quantités m^j, 2I],z/s,..., n'ont aucune dépendance 
filtre elles. De même, on aura 

P, = 0, P, = 1, P, = 0,..., P„ =r o, pour J? =r x„ 

et ainsi de suite. 

La fonction P^ devra donc être nulle pour jctrr^ri, 
a:=:.rj, ..., x = x„^ et comme elle est du «'*'"' 
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degré, on peut écrire 

Po = A(a: — .r.) (« — j?^). . .(.??•— x„), 

A étant un coefficient numérique. Mais Po dpit être i 
pour x= Xo^ donc 

l z=z A (Xq — Xt) [Xq — Xi), . .{Xo — X„)f 

d'où résulte 

-j (^ —^ ^l) \^ *~ ^7) « . . ( «g -'"' Xn ) 

^Xq "— Xi j f Xq "~" JTj j . . • I Xfj ~^ JT^ y 

On trouvera de même 

__^ { X — ■ J?(, j [ A' .Tj j . . , ^ J? — Xn ) 

\ X\ — ^Q j {X^ ^— JTj j , . . ^ J7j — " wT;!/ 

(ar — oTo) [x —a:,) (x — X3). . .(a? — *„) 

(^2 *"~* '^o) \ '^2 «^l ) («^2 ^3 /• • • V^2 ■"" •''/«y 

et ainsi de suite. En portant ces valeurs dans Fexpres- 
si on de z/, on aura la formule d'interpolation de La 
grange, 

\X ""■" X\ J [X "^ X2 J . • • l** ^^ "•M/ 

( ^0 — «^1 ) (^0 '^2 j • • • * «^0 ""• ^n ) 

(x — Xo) (x .T2). . .{x — Xn) 

yôj \ [Xi — X^j ^Xi — X2). . •\Xi — XfiJ 



[x Xq) [x J?! ) . . . ( J? ^n—i ) 

\^X„ — .Tq j {^Xfg 'Xij. m » \Xn X„^i ) 

Il n'existé pas d'autres fonctions du w***"* degré remplis- 
sant les conditions énoncées, car si Ton avait encore 

tt = A'-f-B'ar-h. . .H- G'.r«, 
il faudrait que la différence 

devînt nulle pour les «-h 1 valeurs x^^ j:,, j:,, . . . , Xn. Ce 
qui est impossible, car une équatiop du n^^"*' degré ne 
peut pas admettre plus de n racines. 
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750. La formule de Lagrange peut se déduire de la dé- 
c^ompositioii, en fractions simples, d'une fraction algébri- 

c]ue rationnelle ^ — > dans laquelle le d<jgré de ç ix) est 

zxioindreque celui de /(a:), et dont le dénominateur a 
t:oi:ttes ses racines inégales. 
Posons 

a 



IVisiîs Q (o:©) = Mo et 

T^onc, si Ton multiplie les deux ïnembres de l'égalité (4) 
V^r f{jo)^ on trouvera que (p {x) ou m est la somme de 
plxasieurs termes de la forme 



^J?0 *~~ ^l) \^9 "~~ "^2/ • • • ("^0 ■"" ^n) 



Uq, 



I^ORMULES D APPROXIMATION POUR LES QUADRATURES , 

RECTIFICATIONS, CUBATURES. 

. 751 . L'évaluation des aires, des longueurs, des volu- 
^^es se ramène, en dernière analyse, à la détermination 
d'une ou de plusieurs intégrales définies relatives à une 
^tdé variable. Mais il est souvent impossible d'effectuer 
l'intégration indiquée et il faut recourir à des formules 
d* approximation . 

Supposons qu'il s'agisse d'évaluer l'intégrale 



/ 



OU Taire de la courbe j =:f(x). 
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La formule d'Euler (1A9) ofl're un premier moyen d'ol 
tenir une valeur approchée de celte iutégrale. On pei 
aussi, à Taide des formules d'interpolation, remplace 
f(x) par une fonction entière du /i*'"^ degré que W 
intégrera, ce qui revient à remplacer la courbe j- =y^(. 
par une parabole du n""*'' degré qui a n points commu^- 
avec elle. On peut encore prendre une suite de parabo^ 
du deuxième degré, et remplacer les parties correspo 
dantes de l'aire cherchée par celles de ces paraboles. C ^^ si 
cette dernière méthode que nous allons développer. 

Partageons l'intervalle x — Xo en un nombre pair* n 
de parties égales. Par les trois points de la courJ::^ ^j 
(^0, Jo), (xo -f- A, Ji), (Xo -H 2 A, ^,), faisons pass- -«r 
une parabole du second degré dont Taxe soit parallèles à 
l'axe des y, ce qui est toujours possible, comme l'^^KDn 
sait. Désignons par z Tabscisse comptée à partir du pied ^e 
la première ordonnée. L'équation de la parabole sersL 



et nous aurons 



j= A-4- Bz + Cz', 

JTo = A, 

jr, = A -h 2B// -h 4C/i% 



et ensuite 
2h 



nh 



r jr^zr= y(3A4-3BA + 4C/*') 

h 
= g[A-i.4A-f-4BA + 4CÂ'+A-h 26^ + 40^' 

par conséquent , 

Xnh ^ 

r^ = 3[jo + 4/. -i-r»]. 

On opérera de la même manière sur les autres parties 
de l'aire, et l'on aura une valeur approchée de cette aire 
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Ml faisant la somme de ces parties, savoir 

H- ^(^4 -h 4r& -+-re) -f-. . . 4- 3 (rn-^ -+- 4r»i-.i + r»), 

;e qui revient à 

h 

> ==3Lrf+rn-t-2(^2-i-r4-4-...-+-r«-j-*-4(ji-Kr3+.., 4-rn-i)]. 

Cette formule est due à Thomas Simpson. 



IL 17 
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CALCUL DES VARIATIONS. 
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But du calcul des variations.— Définitions et notations. — Théorèmes sur 
la permutation des signes d et o , / et <r. — Variation d'une intégrale 

définie / V dx. — Cas où V ne dépend pas des limites. — Cas où V 
contient deux fonctions de jc — Cas où V dépend des limites. 



BUT DU CALCUL DES VARIATIONS. 

752. Dans les questions ordinaires de maximum et de 
minimum, on donne la forme d'une fouclion d'une ou 
de plusieurs variables, et Ton cherche les valeurs qu'il 
faut attribuer aux variables pour que la valeur de cette 
fonction diminue ou augmente lorsqu'on modifie très-peu 
ces variables. Dans le calcul des variations^ on considère 
une intégrale définie 



r>(-^-£--) 



qui renferme sous le signe i une variable Xj une fonc- 
tion inconnue y de cette variable, et quelques-unes de 
ses dérivées, et il faut trouver pourj)^ une fonction f (x) 
telle, qup cette intégrale ait une valeur plus grande ou 
plus petite que si l'on remplaçait f (x) par une fonction 
d'une forme tant soit peu différente. On voit en quoi les 
nouvelles questions se distinguent des questions ordi- 
naires. Ce n'est pas une ou plusieurs valeurs particulières 
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qu'il faut déterminer, mais la forme d'une certaine fonc- 
'tion inconnue ou Ja valeur de r en fonction de x, 

753. Plusieurs problèmes de géométrie conduisent à 
ohercher le maximum ou le minimum d'une intégrale 
cléfi];iie. En voici un exemple : Etant donnés deuxpoints 
Cî et D, trouver une coi^rbe plane CMD telle, que la 
surface de réi^olution engendrée par le mouvement de 
<:ette courbe autour d'un axe situé Ox dans son plan soit 
mtn maximum ou un minimum. 

; Soit S la surface : en posant 
OA = jJq, OB = il, on aura 
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Il faut flonc trouver une fonc- 
tion f{x) telle, qu'en faisant 
^==f(x)5 l'int^rale précédente ait une valeur plus 
grande ou plus petite que toutes celles qu'on obtiendrait 
en modifiant infiniment peu la forme de la fonction {(x). 

loi. La marche à suivre pour résoudre ces nouvelles 
questions diffère peu de celle qu'on a déjà suivie dans les 
questions ordinaires de maximum et de minimum. Ou 
suppose coinnue la fonction cherchée : on la fait varier 
infiniment peu, et l'on exprime que la valeur de l'in- 
tégrale augmente si cette intégrale doit être un minimum, 
ou diminue si elle doit être un maximum. Mais pour arri- 
ver à ce résultat il . faut trouver les accroissements ou 
variations dey et des quantités qui en dépendent^ quand 
on change la fonction de x qui exprime y. 



DÉFINITIONS ET NOTATIONS. 



753. Soit 
l'équation d'une courbe CMD, et 



n 
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réquatioii d'une autre courbe C'iND' qu'on obtiendrait 

en faisant varier extrêmement peu la fonction f(x). Siron 

appelle dy Taccroissement de Tordonnée MP quand 

Fig. i3o. on passe à la seconde courbe, 

l'abscisse restant la même, on 

aura 

^^ = NP — MP, 

ou ^^ = cf(.r) — f(x). 

Cette différence ôy-eH ce que 
Ton nomme la variation de l'ordonnée ou de la fonction. 
On voit par là que la différentielle est l'accroissement 
de l'ordonnée quand on passe du point M à un point in- 
finiment voisin sur la même courbe, tandis que la varia- 
tion est l'accroissement de cette même ordonnée quand 
on passe du point M à un poiùt infiniment voisin sur une 
courbe infiniment peu fîijfferente de la courbe donnée. 

756. On ramène les variations aux différentielles en 
regardant y comme une fonction de x et d'un paramètre 
arbitraire t. Soit 

r = ? (^> Oi 

et supposons que (f(x^ t) dey'ienne f [x) pour une cer- 
taine valeur de f , et que pour une valeur peu différentjC 
t-hât^' cette fonction devienne ^ (x) . En appelant ây l'ac- 
croîssement infiniment petit de j'^, lorsque f reçoit l'ac- 
croissement dt^ on aura 

Sj = ^St. 
*^ fit 

Si au contraire / reste constant, on a 

dtf 
dy = -—dx. 
^ dx 

Ainsi dy et dy sont les différentielles d'une même 
quantité^ mais ây est la diflérentielle de 7, considérée 
comme fonction de /, x restant la même; tandis que dy 
est la différentielle de y, considérée comme fonction de j:, 
/ ne changeant pas. 
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757. Il est souvent nécessaire de faire varier à la fois 
X et jj quand on passe de la courbe proposée à la courbe 
infiniment voisine. On représente alors par dx et par ây 
les accroissements, d'ailleurs arbitraires, de ces deux 
variables. On peut, sans établir de liaison entre ces ac- 
croissements, regarder x ely comme des fonctions d'une 
variable indépendante m, et d'un certain paramètre f: soit 

On supposera ensuite que pour une valeur particulière 
de ty par exemple t = o, ^ devienne une certaine fonc- 
tion de x^ f (^) c^ q^6 «^ devienne une fonction quel- 
conque de i/, f(u). On aurait donc 

(p(tt, o)=/{u), ^(u,o)=iî[/{u)]. 
Eln faisant ensuite varier t d'une manière continue, à 
partir de o, la forme de la fonction de .t, représentée 
ar jr, changera insensiblement. 

Pour avoir les variations dexet de j^ on multipliera 
Sir dt les dérivées de q) (a, t) et de ^p(w, /) par rapport 
^ f , et l'on aura 

^u lieu que, si laissant à t une valeui^ constante on fai- 
!*siit varier w, on aurait 

dx = -j du, drczz--- du, . 
du du 

758. Lorsque j;: et j^ prennent les accroissements dx 
^t dy^ toute fonction U, qui dépend dex, de^, et d'une 
Ou de plusieurs dérivées dé j par rapport à x, prend un 
SI ccroissement correspondant AU. On appelle 'variation 
cle U la partie de AU qui ne dépend que des premières 
puissances des variations àx qV ày . 
Or, d'après la formule de Taylor, on a 

dx dy 

-7T^^-^ + -7-7- ^-^^J ■+- -rT^> H- 



1 .2 \_dx^ dxdy 



a62 COURS d'analyse. 

On aura donc 

rfir df 

Sî Ton considère xetj comme des fonctions d'une va- 
riable indépendante u et d'un paramètre t, on aura 

dV 
dt 

--j-- désignant la dérivée, par rapport à f , de U considérée 

dy djc 
comme fonction de x, r, -f-> —7— • • • ? et ces dernières 

^ dx dx 

quantités conmie des fonctions de t. 

759. On appelle variation seconde d'une fonction U, 
la variation de d\i : on la désigne par d*\J. La varia- 
tion de cette dernière est appelée "variation troisième de 
U et se désigne par d^V : et ainsi de suite. 



THÉORÈMES SUR LA PERMUTATION DES SIGNES 

d ni â, I ET â. 



• / 



760. La variation de la différentielle d'une fonction 
de X est égale à la différentielle de la variation. 

En effet on a (758) 

S,dl]=:-^-^daSt, 

dt ' 

^ dV . 

d.SV = —rLduêt. 
du 

Donc- 

S.d\]=zdJ\], 

ce qu'il fallait démontper. 
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761. On conclut de là 
puisque 

€il généralement 

762. Réciproquement, on peut aussi inteivertirV ordre 
ries signes â et I » 

En effet, soit 

►oient Uo et «i les valeurs de la variable indépendante u 
Vii correspondent aux limites Xo et Xi : on aura 



I ydxz=: I y — du, 



xipposons maintenant que t se change en t-hâtion 
vira 



/*"' dx 
Ju du 



ï^uisque les limites i/o et u^ sont indépendantes de la 
"Variable t à. laquelle se rapportent les différentiations in- 
<iiquées par la caractéristique cî, on peut différentier sous 

le signe i et l'on aura 



"'=X"''('S)"- 



mais u ne variant pas avec f, on a 

\ du/ du 

et si Ton opère l'intégration par rapport à r, il vien- 
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dra 

OU bien 

ce qu'il fallait démontrer. 

VARIATION d'uWE lïfTÉGRALE DÉFINIE. — • CAS OU LA FONC- 
TION SOUS LE SIGNE 1 NE DÉPEND PAS DES LIMITES. 



/ 



763. Proposons-nous de trouver la variation de l'inté- 
grale définie 






où V désigne une fonction quelconque def x, Aej et d'un 
certain nombre de dérivées de j prises par rapport à x. 
Pour simplifier^ nous supposerons que le nombre de ces 
dérivées se réduise à deux : soit 

D'après le tbéorème démontré (762)^ on a d'abord 

(i) SV= f '${\da:). 

Mais 

S.Xdœ = S\ .dx -i-Y .S.d.v=z Sy .dx-+-y .dSx. 

Or on a en général 

j\dSa:\:=\Sx'^ jSxdY-i-C. 

Donc, si Ton appelle (V(îx)oet (\dx)i les valeurs de 
\dx. pour X = Xq ei pour x = Xi^ et si Ton pose, pour 
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abréger, 
on aura 



(^) 






Substituant cette valeur dans l'équation (i) qui revient à 

il en résultera 

(3) . ^U = (V^a?)i-h r \^Sdx--^^xdV). 

Par cette première transformation, la fonction V n'entre 
plus sous le signe f que par sa variation et par sa difle- 
rentielle. 

764. Posons maintenant 

(4) M = — N — — P = — 0- — 

dx djr dp dq 

on a 

</V = Mi/ar -f- N^/j -H Pd'/D + Q ^7, 

Portant ces valeurs- dans l'équation (3) et remplaçant 
<r dp dq ., . 

Si'^'^P^'^A^'^' r, il vient 

(5) \ r'^ * 

(4- / \^{$y—pSx)-^V[èp—q$x)^(i[èq—r$x)]dx, 

On voit que la fonction V n'entre plus sous le signe d'in- 
tégration. 

765. Pour simplifier encore cette expression, posoii.s 

(6) « = 5^ — p§,T, 
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o) représentant la différence des ordonnées qui corres- 
pondent, dans les deux courbes (755), à Tabscisse a: + ^ 
on aura 

ou 

d<ù = Sdy — pdSx — dpSx, 

Mais, à cause de dy = pdxy on a 

$djr =ipSdx -h Spdr = pdSx + Spdx, 
donc 

d<ù == Spdx — dpSXf 
d'où 

(7) -- = §p^q^x. 

On trouvera de la même manière* 

(8) —, — = §q — r$x, 
^ ^ dx^ ^ 

On peut donc mettre l'équation ( 5 ) sous cette forme 

766. On peut encore simplifier le second membre *3c 
cette égalité et faire sortir du signe 1 les dérivées de ^* 
fonction arbitraire ot).-On a, en intégrant par parties, 

De même, en intégrant. deux fois par parties, 

J ^dx' ^ dx dx J dx' 
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ïstîluant ces valeurs dans l'équation (9), on aura 

, jjf"ï^=[ïjx+(p-f).+Q^j; 

mule dans laquelle -7-9 -7-— sont les dérivées de P et de 

par rapport à j:, en considérant y^p^ q comme liées 
, au moyen de l'équation inconnue y == f^j:), 
in posant, pour abréger, 



) 



brmule (10) pourra s*écrire plus simplement 

bien 

isque Ton a c») = dy — /? ix> 

m 

767. On peut mettre F sous une autre forme, en rem- 
d(ù 
dx 



dfù 1 I 

içant «et — par les valeurs 



^ = èy^p$x, 

dtù ^ . 

— - =zdp — go X. 
dx 



i^^ient alors 



=j[^-(^-S)/'-Q^>--(^-S).*^-^Q^''|; 



268 COURS d'analyse. 



CAS ou LA FONCTIOM V RENFERME DEUX FONCTIONS DE X. 

768. S'il entrait dans V une autre fonction z contenant 
X et quelques-unes de ses dérivées, on obtiendrait la varia- 
tion de f \ dx par un calcul analogue au précédent. 
Soit 



011 aura 



I Vé/x=r'-h i (K«-t-K'a>')rf4r, 



en posant 

dz ^ d^z , 

^_N' ^-P' ^-0' 

/ w' = 5;5 — ;?'^J?, 

Quant à la partie désignée par F', on Tobtiendrait ^ 
ajoutant à F les termes qui résultent du changement cJ-* 
quantités P, Q, /?,. . . en P, Q', p^ . , . dans Texpr^^^ 
sion (il) du n** 766. 

cas ou la fonction v dépend des limites de 

l'intégration. 

769. Revenons au cas où la fonction V ne conti 
qu'une seule fonction de x, mais supposons mainten 
qu'elle dépende des limites x^ et Xi de l'intégration, 
faut, dans ce cas, ajouter a la variation de l'intégrale 
termes ^qui proviennent de la variation de ces limites, 
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x 

X. 



'^[d\ ^ dV , d\ ^ ^v^ , , 



\rfXo rfjo dp^ dqt 



'» /^V ^ dV ^ dY ^ rfV. . , 



\e^, ' rfjr, r//?, ' ^^ 



îs comme (îa^ei ^oî • • •.) ^^u ^yi?» • • sont des con- 
ntes dans l'intégration relative à x, on peut écrire sous 
brme suivante 

C'^dV ^ . C'dV ^ . C'^dY ^ 

I -— Étr-hojTo f -r- rfj:-h...-|- ox, I —dx... 

termes qu'il faudrait ajouter à F. Les intégrales 

— rfx, 1 -7- dx\ . . . , ne contiennent plus rien 

i dépende des variations. 

)n compléterait de la même manière la valeur de 

1 Vrfj:, si V contenait deux fonctions, y, z avec les 

îvées de ces fonctions, et leurs valeurs aux limites. 



■• ( 
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SOIXANTIÈME LEÇON. 

Suite de la variation d'une intégrale définie. — Autre moyen d'obtenir la 
variation d'une intégrale définie. — Maximum et minimum d'une inté- 
grale définie — Conditions relatives aux limites. — Cas .où la foiiCitionV 
contient deux fonctions de x. — Applications. — Ligne la- plus courte 
entre deux points, — d'un point à une courbe, — entre deux courbei. 



AUTRE MOYEN d'gBTENIR LA VARIATION d'uNE INTÉGRALE 

DÉFmiE. 

770. Les calculs par lesquels nous venons d^évaluer j 
la variation d'une intégrale définie peuvent être modifiés 
dans les applications. 
On a obtenu la formule 



Wdx= j d{\dx). 



Après avoir remplacé dans V, qui est une fonction de j?,/? 

dy dx 

p et ^, ces deux dernières quantités par — ? — — ? on 

prendra la variation de Vrfx* en considérant x^ /, àX) 

dy^ d — comme des fonctions du paramètre t. Le résultât 

contiendra , sous forme linéaire, les variations ix^ ^f 
et Sdx^ ^^f'i • • • 9 ou les différentielles dâx^ ^^/v * * 
Comme on doit ensuite intégrer, par rapport à x, on fera 

sortir dasigne^. i ? au moyen de l'intégration par pa^"' 

ties, les différentielles des variations âx^ dj^ de soï^^ 
qu'il ne restera, sous le signe, que ces variations mtî*^^' 
pliées par des quantités qui eu sont indépendantes. ^^^ 
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ésultat sera de la forme 



n) 






I et K étant des fonctions connues de x^ j et des déri- 
ées de j^ mais ne contenant pa^ les variations de ces- 
ariables. Si Ton compare ce résultat avec celui qu'on a 
rouvé plus haut( 766) 

I V^^ = r-f- / (K^jr — K;?^a:)ûfjr, 

m en conclut que F et K doivent être les même$ dans 
es deux expressions, et Ton a identiquement 

771 . Le calcul qui a donné Téquation (I) n'a servi qu\à 
lettre en évidence cette relation. Dans les applications, 
n suivra la marche qui a donné la relation (II) 9 sans 
asser par Tinterraédiaire de la quantité auxiliaire w et 
in s recourir aux formules générales (766). 

Si Ton ne faisait varier que y sans faire varier a:, la 
onction w se réduirait à ày et Ton trouverait 






' se déduisant de F, par la suppression des termes qui 
enferment âx^ et dx^. 
Si Ton faisait varier x sans faire varier j^, on aurait 



I \dx=Y" -^ j HSjcda: 



= ■•' -X 



lLp8xdjc^ 



^" étant ce que devient F quand on y fai^' cîyo = oy 

772. Les mênies remarques s'appliquent au cas où it 
^uire dans la fonction V une autre foiuîlion z de a: avec- 
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ses dérivées p' et q' , On arriverait à une équation telle 
que 

Mais la marche suivie pour trouver la relation (II) don- 
nerait encore 

et c<îs valeurs devront être identiques. Il faut donc qu_ 

Ton ait 

H=:-(K/i + Ky). 



MAXIMUM ET MINIMUM DUNE INTÉGRALE DÉFINIE. 

773. Proposons-nous maintenant de déterminer la vî 
leur de y en fonction de x qui rendra l'intégrale 



" -£ 



Vdx 



un maximum ou un minimum. Pour fixer les idées, su] 
posons que U doive être un minimum et soit y z=.f{jft^) 
la fonction cherchée. Il faut qu'en donnant à x et à ^ 
des accroissements arbitraires et infiniment petits èx ^^^ 



djr, l'accroissement correspondant de l'intégrale 1 Vt?-^ 

soit constamment positif, quels que soient les valeurs ^^^ 
les signes de àx et de cîy. Or l'accroissement de celte i 
tégrale se compose de deux parties. Si l'on pose 

la première partie ^U renferme les variations àx^ iy 
Jp, $q au premiîer degré et sous forme linéaire; la 
conde partie contient les puissances de ces variations si^ 
pérîeures à la première et leurs produits. Quand JUn' 
pas nulle, le rapport de p à (ÎU a pour limite o. Donc 
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Ton suppose ix el iy infiniment petites, le signe de AU 
sera le même que celui de (JU. Il faut dpnc, pour que U 
ait une valeur minimum, que Ton ait (ÎU = o : car au- 
trement, en changeant les signes des variations dx et dy 
sans changer leurs valeurs absolues, le signe de ^U et 
par conséquent celui de ÛTJ serait changé et U ne serait 
pas un minimum. Ainsi 

est la condition du minimum^ c'est aussi celle du maxi-* 
mum, car la différence AU doit aussi, dans ce cas, être 
toujours de même signe, ce qui ne pourrait avoir lieu si 
la variation de U était différente de o. 

La condition ^U = o n'est pas suffisante pour quUl y 
ait maximum ou minimum. En efiet, d'après la série de 
Taylor, on a 

1.2 1.2.3 

si du est nulle, le signe de.ûU dépendra de celui de (Î*U 
pour de petites valeurs de dx et de dy. Par conséquent, 
si 5*U reste toujours positive, lorsque les variations dx 
et dy. changent d'une manière quelconque, tout en restant 
inBniment petites, U sera un minimum. Si, au con-^ 
traire, 5*U reste négative, quels que soient $x et dy^ 
U sera un maximum. Enfin U ne sera ni un maximum ni 
un minimum si d'U peut changer de signe. Mais on est 
souvent dispensé de cet examen par la nature de la quas-^ 
Xion, qui indique clairement Texistence d'un maximum 
ou d'un minimum. 

774. L'équation cîU = o revient à 



(I) r-^ 






Je dis que cètlc équation entraine les deux suivantes 

(2) r = o, K — o» 

II. 18 
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Et d'abord la fonction K doit être nulle. En eflet, sup- 
posons qu'il n'en soit pas ainsi. On peut, pour chaque va- 
leur de X comprise entre oTo 6t x^ 9 changer à volonté les 
valeurs de ix et de $y qui sont arbitraires, et conséquem- 
ment celle de w ou $ y — pix^ en supposant constantes 
les valeurs de àx^^ tJj^o? ^î/'o» cîori, iy^^ dpi qui sont 
relatives aux limites Xo et x^. Mais le terme F, qui ne 
contient que les variations relatives aux limites, resterait 

constant, taudis que Tin tégrale 1 Kci)d[r, contenant la 

fonction arbitraire Gt), ne pourrait pas toujours conserver 
la même valeur quelle que fût cette fonction o), et par 

conséquent l'équation (i) ne serait pas toujours satisfaite - 
si K n'était pas zéro. 

On peut d'ailleurs établir ce point de la manière sui- — 

vante. Comme o) est une fonction arbitraire, en la choi- 

sissant de manière qu'elle ait le même signe que K pour -^-r 

chaque valeur de .r, si la quantité flnie T est positive ou -^ 
nulle, ou qu'elle soit de signe contraire à K, si T est ^:^t 

I K ot) dx serait positive dani 

le premier cas, négative dans le second, au lieu d'êtro-=^3ap 
nulle. Il faut donc qu'on ait R = o, d'où résulte aussif i 

r = o. 

CONDITIONS RELATIVES AUX LIMITES» 

775. Dans le cas où V ne contient que:r, 7, p et q 1 

l'équation 

K=:o, 

est du quatrième ordre, puisque ^-^ contient -r-^ ou — - j^' 

Il faudra intégrer cette équation, et l'on aura un résul- 
tat de la forme 

r = f(>, C, C, C/, Cl'), 
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contenant quatre constantes arbitraires. Pour les déter- 
miner il faut avoir égard à l'équation 

r ±= o, 

relative aux limites de l'intégration. Mais il est néces- 
saire de distinguer plusieurs cas. 

1°. Si Ton se donne les valeurs de x,y, /?, q aux deux 
limites, les variations de ces quantités étant nulles à ces 
limites, Téquation r = o est identiquement satisfaite, 
et si Ton représente par f [x^ C, C',*C'', G") la dérivée 
de f (x, C, C, C"\ C"), on aura 

. /?o = f ('^o» c, c , c , c ), 

' /,. r= f (.r., C, C, C", C"), 

c'est-à-dire quatre équations qui déterminent les quatre 
constantes inconnues. 

2**. Si l'une des six quantités x^s^ j^o» /^o? ^u y\t Pi 
reste ' arbitraire, pi par exemple, l'équation F = o se 
réduit à Q, 1= o, ce qui, avec les équations (i), fait cinq 
équations pour déterminer les quatre constantes et la va- 
leur de Pi, 

3°. Si l'on avait entre les valeurs de o:, y^ p, relatives 
aux limites, une équation 

(2) ^(^0, Jo» P<iy -^1» Xiy Pi) = 0> 

on dîflférentierait cette équation par rapport au paramè- 
tre tj et l'on aurait 

Wj?„ dxo dp^ , dx, dy, dp^ ^ 

En portant la valeur de àp^^ tirée de cette équation, 
tlans l'équation r,= o, il faudra égaler à o les coefficients 
cle J^o, (îj^o? ^/^oj àx^ et ày^. On aura donc cinq équa- 
tions qui, réunies aux équations (i) et (2), suffiront plour 
déterminer les dix inconnues C, C, C, C, oTo, j^q^ /^o» 
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Ces exemples suffisent pour montrer comment on de- 
vrait opérer si Ton avait deux ou un plus grand nombre 
d'équations relatives aux limites. 

CAS ou LA FONCTION V CONTIENT DEUX FONCTIONS DE X. 

776. Supposons maintenant que la fonction V con- 
tienne deux fonctions y et z de la variable x. On aurait 
alors 



(0 






Cette équation équivaut aux suivantes 

(2) r=:o, K = o, K' = o. 

En effet, w et w' sont deux fonctions de x arbitraires et 
indépendantes Tune de l'autre, et T ne contient que les 
valeurs des variations relatives aux limites de l'intégrale 5 
donc, si K et K' n'étaient pas nulles, en laissant cons- 
tantes les valeurs des variations relatives aux limites, o 
aurait F = o, tandis qu'on pourrait faire varier w et ©^ 

(Ko) -H K' &)') dx ne fû»" 

pas égale à o. On doit donc avoir 

K = <j, K' = o, 

et par conséquent 

r =0. 

Les deux premières équations déterminentj^ et z en fon 
tion de x. La troisième sert à déterminer les constant 
introduites par l'intégration des deux premières. 

777. Nous avons supposé que j et z étaient des fonc^ ^^' 
tîons indépendantes l'une de l'autre. S'il, existait entrr^ -^ 
eUes une relation 



(i) F(^, r, 2) = o, . 

les variations dj et $z ne seraient plus indépendantes 



îS. 
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On doit avoir, dans ce cas, 

dl\ dF ^ dF ^ 

_,..^_,^ + _^3=0, 

équation que l'on obtient en différentiant Tcquation (i) 
par rapport à t. Remplaçons ây eiâz par leurs valeurs 

il vient 

ou 

fdF dF dF A ^ dF dF , 

ou enfin 

■ dF dF , 

dy dz 

car OU a 

dF dF dF , 
dx dy dz 



-T--^-r:P-^'jrP ~^y 



«n difi'érentiaut l'équation (i), par rapport k x. 
De l'équation (a) on déduit 

dF 



dF ' 



dz 




«t, par conséquent, 

'^' I ) "'^- 

Pour que cette variation soit nulle, il faut que l'on ail 

^dF ^,dF 
dz dy 

Cette dernière équation et Téquation (i) feront çonnai- 
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ire ^ et z en fonction de x, "Quant à l'équation F = o, 
elle servira à déterminer les constantes. 

778. On peut aussi éliminer lune des quantités w. w' 
au moyen d'un facteur indéterminé. En multipliant par 1 
l'équation (a), et ajoutant le produit à la fonction qui 

est sous le signe i dans l'expression de â j \dx^ on a 
OU bien 



§ 






On profite de Findétermination de 1 pour faire dispa- 
raître «', en posant 

(3) '^'+^S=^' 

et comme &), qui reste encore sous le signe 1 > est tout à 

fait arbitraire, il faut égaler à o la quantité qui le multi- 
plie, ce qui donne 

dF 

(4) K-f.>— =o. 

En éliminant X entre les équations (3) et (4)5 on obtient 
l'équation déjà trouvée 

az ajr 

779. Les différents cas qui viennent d'être examinés 
montrent la marche à suivre dans le cas le plus géné- 
ral, c'est-à-dire dans celui où la fonction V contient un 
nombre quelconque de variables liées entre elles parties 
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équations données, les val^rs des variations qui se rap- 
portent aux limites de Finiégralion devant satisfaire à 
certaines relations données. Passons maintenant aux 
exemples. 

LIGNE LA PLUS COURTE ENTRE DEUX POINTS. 

780. On demande la ligne la plus courte entre deux 
points A et 6, et située dans un plan qui contient ces 
deux points. 

Prenons deux axes rectangulaires dans ce plan et soient 
JCoy yot ^17 yi les coordonnées des points A et B, Dans 
cet exemple on doit avoir 

B j \/i-+-//é^ = o. 

11 faut maintenant poser 



ïnais (764) 



K=:]N~— ^ = o- 



N=:o, P= ^ ^ . Q=o. 

Donc on doit avoir 

p 
^>u 1 = const., 

sfi + P' 

CDU, ce qui revient au même, 
d'où 

<] et G étant deux coustanles. D'ailleurs il suflit que Té- 
cjualion K==o soit satisfaite, puisque les valeurs de x et 
de y,' relatives aux limites, étant fixes, les variations 

djCo, à ja^ ôXiy âji sont nulles, et, par suite, on a 
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ideutiquement F = o. La ligne cherchée est donc une 
ligne droite; les constantes C et C se détermineront par 
- les équations 




LIGNE LA PLUS COURTE D UN POINT A UNE COURBE PLANE. 

• 

781 . Soient A le point donné et BB' la courbe donnée 
fig^ ,3,. située dans le plan xOjr^ et 

ayant pour équation 

Soit AB la ligne la plus courte. 
L'extrémité A de cette ligne est- 
iixe; l'autre extrémité peut va- 
rier de position sur la courbe BB'. 

En conservant les mêmes notations que dans le cas 
précédent, on arrivera encore à Féquation 

(2) j-C^ + C, 

et en conséquence la ligne cherchée est encore une ligne 
droite. 

Il faut maintenant déterminer les constantes C et C^ 

Or on a 

$.Vo = o, Syo = 0, Q = o ; 

mais les variations dxt et dfi ne sont assujetties qu'à la 
seule condition que le point (Xi -+- dx^^ y^ -h dy^ soit 
sur la courbe donnée. On a donc 



- J 



d'où 



et comme 



ou en conclut 



r, = ^K^,), 



^yx=^'^' [x,)$x,\ 



$Xt-\-piSjs = Oy 



i-^-pi"^' (^i) = o, 
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OU 

(3) ■,-HCf(^,) = o, 

puisque 

p. = C. 

On déterminera ensuite les constantes au moyen des 
ouations 



Il résulte de l'équation (3) que la ligne la plus courte 
«»Cno un point et une courhe est une droite normale à 
«e««o courbe. 



LIGMB LA PLUS COURTE ENTRE DEUX COURBES. 

• S2. Soient 

le» «^nations de deux courbes situées dans le même plan. 
•^ï» raisonnant comme dans le cas précédent, on trouve 



Fig. ,3». 



que la ligne cherchée est encore 
une ligne droite, 

(3) y = Cx + C; 

mais la détermination des con- 
stantes ne se fait plus de la même 
manière. Dans ce cas dx^^ Sj^, 
dx,, dy, peuvent varier, avec 
^* conditions que le point A' (:r» -+- ôx^, y^ -f- 'îj'o) soit 
***•«■ la courbe (i) et lepoiDlB'(j:, + Jj:,, j-, 4-dy,) sur 
•« courbe (a). Mais l'équation F = o se réduit à 




V'+z'! 



iii-Vp\ 
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qui se change, comme dans le cas préccklenl, en celle-ci 

(4) 5a:,[i-hCf (x.)] — ^.r.[l-+-C(p'(a7.)] = o, 

à cause des équations 

j. = (p(xo), j, =-J;(a:,). 

Or les variations dxo et dxt étant indépendantes l'une dv 
Tautre, récpation (4) se partage en deux, 

(5) jH-Cf(x.) = o, 

I 1 + C(p' (x.) = G, 

qui réunies aux suivantes 

J. = Car, + C, jr,=^(x,), 

déterminent complètement les constantes C et C et lof-î 
coordonnées Xo^ jo^ Xi, j^i des extrémités de la droite- 
minimum. 

Les équations (5) font voir que la ligne la pli\s courte- 
est une normale commune aux deux courbes proposées^ 
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Suite des applications du calcul des variations. — Autre manière de résou- 
dre les problèmes précédents. — Ligne la plus courte entre deux points, 
dans l'espace. — Ligne la plus courte ^sur une surface donnée. — Surface 
de révolution minimum. 



A.1JTRE MANIERE DE RÉSOUDRE LES PROJSLEMES PRÉCÉDENTS. 

783. Au lieu d'appliquer les formules générales, on 
peut opérer directement comme il a été expliqué au 
Tx^ 770. Dans les trois problèmes qui précèdent on doit 
avoir 



(i) * ^ / '^'^^' 



•^djr' =^0-, 



ïï^aîs en posant ds = ^dx^ -h c^% on a 

^t comme l'intégration par parties donne 

/dx ,^ dx ^ C ^ ,dx 

— d^x = — ^x— I $xd—t 
as ds J ds 

* écjualioii (i) prend la forme 
Mais de l'identité 



«n tire 



d,7: dx d)' dy 
ds ds ds ds 
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d'où 

dx dy dy dy 

as dx ds ds 



Par suite, pour que la quantité placée sous le signe d'înté- 

dx 
ds 



gration soit nulle , il suffit que l'on ait d — =o ou 



r/~- = o. Supposons 


(3) 


dx 


il en résulte 


I 


d'où 


v»-*-/'' 




dx 



et 

(4) j^c=Cx-hC', 
équation dVne ligne droite . 

784. Déterminons maintenant les constantes d'ap^* 
la nature du problème proposé. 

1°. Si les deux points (a:©, yo)i (^a JKi) sont donnée 
les variations des limites âxoy âjoj ^^m ^fi sontnull^" 
et l'équation F = o ou 

est satisfaite identiquement. Les constantes se détermi 
nent par les équations 

2**. §ile point A (^ojJKo) est fixe, et que l'autre 
B (oTi, Yi) doive se trouver sur une courbe donnée, 

(5) X = ^i^)> 

on a 

$x^ = o, §Xo = o, 
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et l'équation F = o se réduit à 

dxf oXi 

:e qui montre que la droite (4) est normale à la courbe 
5), cardeyi = J/(a:i) on tirecJri = ^'(^i) ^-^^i. 

Les constantes G, Ç' et les coordonnées du point 
?''xtrême B sont déterminées par les équations 

jo = C^o-4-C', i-hCf (.r,)=:o, 

3°. Enfin si les deux points A et B doivent se trouver 
»iir deux courbes données 



>ii aura 

G qui donne 



r, =^(ar,), jo==?(^o)» 



"> f 



'équation r = o se réduit alors à 

\dx, + rf/t +' (-2^1 )] ^-Ci — [<^-^o -f- dy^ ©' (^o)] ^x<i 
^ se partage en deux : 

, + -<p(x.)=o, 

^r-ce que $x^ et Jxi sont deîs quantités indépendantes 

t arbitraires. On conclut de ces deux équations que la 

ï*oite cherchée est normale aux courbes données. 

les constantes G et G', les coordonnées x©, yo? ^\^ J\ 

extrémités de la droite minimum, sont déterminées 

les six équations 

7, =:C:ro-f-C', jr,=:<p{.ro), ' l-f-C(p'(.ro) — o, 
J, = Cx, + C, J, =^|; (.r,), I -h C>P' (-^i) = o. 
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LIGNE LA PLUS COURTE ENTRE DËDX POII}TS , DANS L ESPACE. 

785. Jusqu'à présent nous ayons supposé qu'on cher- 



Fig. i33, 




chait la ligne minimum parmi 
toutes les lignes situées dans un 
plan donné. Cherchons mainte- 
nant quelle est, dans l'espace, la 
ligne la plus courte réunissant.:^^ 
les deux points A et 6. 

Soient Xo^yo^ z^ les coordon^ — 
nées du premier point et Xj , ^i ^ 
Zx celles du second. La longueu 



de Tare AMB sera représentée par 



jr--v/-(l)'-œ)' 



Kous aurons donc, dans cet exemple, 



d'où 



V f/x r= ^dx^- -+- dj' -h dz' = ds, 

dxdSx -f- dydSf -h dzdSz 



S Ydr 



ds 



et par conséquent, en intégrant par parties, 






(') 



idx - dy . dz . 



Jy^ 



Sxd — -f- $rd ^ -h ^zd-^ 
ds ds ds. 



Il faut maintenant égaler à o l'expression sous le signe i '^ 

et comme les variations o x, âj, âz sont indépendante^^ 
et arbitraires, on aura 



(2} 



d.T , dr . dz 

d — ~ o, d — — G, d— = o. 
{is ds ds 



r 
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Mais ces trois équations se réduisent à deux distinctes. En 
effet, de l'identité 



dœ^ (ir^ dz^ 

h -=^ H ^ = I 

ds' ds' ds^ 

on tire # 

dx dx dy dy dz dz 
. ds ds ds ds ds ds 

dx dy 

donc si Ton a r? — - == o, fi? -— = o , il en résultera 

ds ds 

-,dz 
^t. — - = o. 

ds 



Des équations 

<3^ -f- = o, ^ -- =: o, 
ds ds 

n tire, par une première intégration, 



dy 






dz 








dt 




a 


ds 




1 


ds 





On, ce qui revient au même, 

dy d2 , 

dx dx 

^l, en intégrant de nouveau, 

(3) ^==ca:4-C, 2 = f'.r + C', 

équations d'une ligne droite. 

786. Pour déterminer les constantes c, C, c', C, il 
faut distinguer plusieurs cas. 

1°. Si les points A et B sont donnés, les variations 

^■^05 <î/o9 • • ♦ 1 sont nulles, et Véquation F = o est satis- 

^ite. Les quatre constantes se déterminent en substituant 

^cs coordonnées des points A et B, dans les équations de 

*^ droite. 

a®. Supposons que les points A et B doivent se trouver 
^^i:' deux courbes IK, LN. ayant pour équations, la pre- 
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mière 

(4) J = ?(-^), z = ^{x), 

et la seconde 

(5.) r = *(^), z = W(x): 

réquatioii F = o,' formée au moyen de réquation (i)y 
se réduira aux deux suivantes, 

En effet, appelons da^ et da^ les 4pux arcs infinimenll 
petits A A' et BB', situés sur les courbes données, A'B* 
étant une courbe quelconque infiniment voisine de 1 
droite AB. On pourra mettre F sous la forme 

( r = $fTJ— — -h — — '\---) 

\ \e/s Sa ds S(t ds Sa I , 

Les facteurs entre parenthèses ont des valeurs^fixes^;; — -i 

car ils représentent les cosinus des angles que la droit^^^ 

AB fait avec les courbes aux points A et B. Comme d^ail- 

leurs d(7o et da^ sont des quantités indépendantes Fune d< 

l'autre, on voit bien que l'équation F = o entraîne leî 

suivantes 

dx$x dx$x dz$z\ 

ds Sff ds $(T dsSa) i * 

fdxBx dy^y dz$z\ __ 
X'dJ'S^'^dJl^'^JsJijt^^,'' 

et ces équations, qui sont au fond les mêmes que le: 
équations (6), expriment que la droite AB estiiorm?tli 
aux deux courbes. 

A cause des équaltions (3), on a 

dr dz 



d.r d'c 
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et, puisque les extrémités de la ligne AB doivent rester 
sur lès courbes (4) et (5), on aura 

fy, = <D'(j:,)«îa:,, 

Les équations (6) peuvent donc se mettre sous la forme 

! -h c^' (o:,) H- c'^' (x,) = o, 
I 4- C«p' (Xo) -h c'-y (jTo) z=: o, 

^t, réunies aux huit suivantes, 

jro = c .Vf, -h C, 7, = cXi 4- C, 

Zq — - c J7j 77— V* j 3| — — C J7) -j- vj j 
ya = ?(^o), J, =:<ï>(j;,), 

z, =:-^{.T^), z, = ^(a:,), 

« 

«lies forment un système de dix équations propres à dé- 
terminer les quatre constantes et les six coordonnées des 
■points extrêmes de la droite. 

3^. Supposons que les points A et 6 doivent être sur 
deux surfaces données. On pourra encore mettre F sous 
la forme ( 7 ) , en appelant ddo et âdi deux arcs infiniment 
petits AA', BB', situés sur les deux surfaces 5 et comme ces 
déplacements des points A et B sont indépendants l'un 
de l'autre, on aura encore 

/dx§x dySy dzâz\ 
\cls S(T . ds 8(T dsêcr/o 

dx 8x dy 8 y dzBz 



= 0, 



ds S7 ' ds S(T * ds 8a J i 

La première équation exprime que la droite AB est nor- 
male à une courbe quelconque située sur la première 
surface et passant par le point A : donc la droite AB est 
normale à la première surface. Cette droite est, par la 
même raison, normale à la seconde surface. 

II. .9 
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Les constantes et les coordonnées des points A et B se 
détermineront comme dans le cas précédent. 

LIGNE LA PLUS COURTE SUR UNE SURFACE DONNÉE. 

787. Soit 

(i) F (a:, jr, z) = o 

Téquatîon d'une surface courbe, et proposons-nous de 
trouver la ligne la plus courte AMB que l'on puisse tra- 
cer sur cette surface entre deux de ses points 

A(-ro, /o, Zo) et B(x,, j,, z,). 

Toutes les courbes que l'on doit comparer dans cette 
question étant sur la surface (i), les variations des coor- 
données doivent satisfaire à l'équation 

/ X dF' dF^ dF^ 

L^une des conditions du minimum est 

dx dv dz 

(3) K = 5x^ — H- ^yd-^-^ ^zrf^ = o. 

Mais de Téquation (2) on peut tirer la valeur de dz^ et 
la porter dans l'équation (3), qui devient 

dF^ \ / ^ 

, dx dx ,dz \ ^ I ,dr dr dz , 

dz J \ dz 

et cette équation, à cause de Tindépendance des variations 
dx eiây^ revient aux deux suivantes 

dF 



(4) 



dx 


dx dz 

dFlds-""^ 

dz 


à 


dF 


dy 

d 1 
as 


dr dz' 



dz 
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On a en outre l'équation de la surface, ce qui fait trois 
équations pour déterminer les deux fonctions ^ et z. 
Mais on doit observer que l'une des équations (4) est une 
conséquence de l'autre et de l'équation (i). En effet, 
on a 

dx dy dz 



ds ds ds 



d¥ dY dY 



dx dy dz 

OU bien, en désignant par dl la valeur commune de ces 
trois rapports, 

dx dY 

ds dx * 

dy dY 
as dy 

ds dz 

Ajoutons ces équations, après les avoir multipliées res- 

dx dy . dz 
pectivement par ~r'> ~r'f ~r ' nous aurons 

,^, dx^dx dy dy dz dz (dY, dY ^ . dY ^ \d'k 
^ ^ ds ds ds ds ds ds \d.T dy ^ dz ) ds 

Or le premier membre est nul puisqu'on Tobtiendrait 
en diffcrenliant l'équation 

dx"^ dy^ dz^ 
ds"^ ds^ ds^ ' 

le coefficient de -7-9 dans le second membre, est aussi nul 

ds 

à cause de l'équation (1). Donc l'équation (5) est une 
identité. Par conséquent Tune des équations (i) et (4) 
est une conséquence des deux autres. 11 suffira d'en con- 
sidérer deux pour que la ligne cherchée soit déterminée. 
788. Les lignes les plus courtes sur une surface sont 
nommées lignes géodésiques de cette surface : elles jouis- 

^9- 
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seul (le relie propi iélé, que Ions leurs plans osculateurs sont 

normaux à la surface. En effet, soit K le cenlre decour- 

-. « bure de AMB au point M. 

La droile MK fait avec les 

axes des angles dont les co- 

I 1^ "^^ sinus sont proportionnels à 

^ \ \k^ '^ , (i.r dy dz 

(6) d-, rZ-f , d~ 
0, "_ 'ds ds ds 



/L 






D'un autre côté la nor- 
male à la surface, au point 
M, fait, avec les axes, des angles dont les cosinus sont 
proportionnels à 

^F d¥ dY 



t ~r- t 



dv dy dz 

Mais, d'après les équations (4), ces trois dérivées sont 
proportionnelles aux quantités (6). Donc les angles for- 
més parles deux droites avec les axes soji légaux, et la 
normale à la surface coïncide en direction avec le rayon 
de courbure, ou, en d'autres termes, le plan osculateur 
en un point quelconque M, d'une ligne géodésique, est 
normal à la surface. 

Les constantes se détermineront comme dans le pro- 
blènrie précédent, et l'on verra de la même manière que 
si la ligne cherchée doit aboutir à deux courfees données 
sur la surface, la courbe AMB les coupera à angle droit. 

789. 11 est bon d'observer que la propriété d'être la 
ligne la plus courte entre deux points quelconques d'une 
surface peut n'exister que pour une certaine portion d'une 
courbe. Par exemple, sur la sphère, le plan de tout 
grand cercle i(qui est en même temps son plan oscula- 
teur) esl normal à la surface. Mais la propriété du mi- 
nimum appartient seulement aux arcs de grand cercle 
moindres qu'une deini -circonférence. 
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vSURFACE DE RÉVOLUTION MINIMUM. • 

790. Etant donnés, dans le même plan, deux points A et 
B, et une droite CD, trouver une courbe AMB, située dans 
ce plan, etqui, en tournant autour de CD, engendre une 
surface de révolution dont l'aire soit la plus petite pos- 
sible. 

Prenons pour axe des x la droite CD, et pour axe 
des j une perpendiculaire à celte droite. Soient jPo^JTo 
les coordonnées du point A, et j^i, j^i celles du point B. 
La surface engendrée par AMB étant représentée par* 

271 I yds^ la question proposée revient à chercher le 
minimum de i jds. Or on a 

I ydszzz j S(xds)= / {Syds-^jSris); 

mais fis"^ = dx^ -+■ dy-, 

doù 

dsSds =■ d.T§dx 4- dySdj =. djcdSx -h dydBy : 

donc 

r'» C' i ilx dy . ^ 

§ I yds=: I ISj-ds + j'—dd.v-hX-j-dSx 



dr. 



et, en intégrant par parties, 

Il faut égaler à zéro la quantité placée sous- le signe / ' 
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dans le second membre, ce qui donne 

mais la seconde équation est une conséquence de la pi 
mière. En effet; on a identiquement 



dx 



car cette équation revient à 

dx I dx\ dy dy ydy 

ds \ ds ) ds ds dx 



ou 






'(r(-^ + 5^)-<r + r(JrfJ + |rf|)=o, 



conséquence des équations 

dx"^ dy"^ 

•" dx dx dy dy 

ds ds ds ds 

Il suffît donc de considérer l'équation (i), qui donne 

dx 



d'où ^=cy/.+g, 

et en résolvant, par rapport à dx^ 

dx= -^- . 

sly' — c' 
L'intégrale de cette équation est 



9 
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d*où Ton tire 

(3) 

équation d'une chaînette (574, 2"). 

Les constantes c et (/ se déterminent comme dans 
l'exemple précédent. Si Ton fait passer Taxe des / par 
le point le plus bas de la courbe, on a c' = o, et 




X 

c 



Si les points A cl B, au lieu d'être fixes, devaient se 
trouver sur deux courbes données, on obtiendrait encore 
une chainette normale aux deux courbes données. 
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SêûIc des applications dm calcul des variations. — firachistochrone. '— Re- 
marques sur réqaation K = o. — Maximum ou minimum relatif. — 
Problèmes sur les isopérimètres. 



Fig. i35. 



BRACHISTOCHRONE. 

791. Etant donnés deux points A et B, trouver L 
coiirbe ÂMB que doit suivre un point pesant pour allei 
du point A au point B dans le temps le plus court pos- 
sible. Cette courbe s'appelle la brachistochrone ' o\ 
courbe de plus vite descente. 

Prenons une verticale quelconque pour axe des x^ el 

deux axes rectangulaires 0-s el 
Ojr dans un plan horizontal 
quelconque. Si Ton suppose qu< 
le mobile soit parti du poin'fl 
A (xo, ^0, ^0)5 sans vitesse ini-=- 
tiale, on aura, en désignant paff 
V sa vitesse au point M (x^ y^ z) ^ 

(l) V' = 2^(^ — X.). 

Mais s étant l'arc parcouru, et t le temps écoulé, on a 

dt 

valeur qu'il faut prendre positivement, parce que Tai^ 
augmente continuellement avec le temps. Il en résulte 

ds 




d'où 



dt 
dt=z 



I ds 



s/Tg \/7 



JCii 



On aura donc, en appelant T le temps nécessaire po^^^ir 
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parcourir l'arc AB, et ,ri, Tatscissç du point B, 
(2) T = 






Il faut maintenant chercher la variation de l'intégrale 

En posant , . 

t 

X =z 



on aura 



Mais 



S jXds= f{$Xds-^Xêds), 



I -^ 

(5X= (x — Xa) ^ (Sx — Sxq); 



d'un autre côté, 

Sds = ^d§x-\-^ dSx -4- '^ dSz. 
ds ds -^ ds 

Mettant ces valeurs dans l'équation 

(3) ^ S Cxdsz=o, 

on a 

/i -^ 

-(x — Xo) ^ ds 

Intégrant par parties, et faisant sortir du signe I les 
différentielles des variations, on a définitivement, 



~f:\"^ 



I. ^ -f 
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deuxième intégrale soit nulle, il faut égaler à o les 
coefflcients des variations âx^ dj^ dz^ ce qui donne 



i(.-..p., + .(xf)=o, 



as 



)=., 



•'(4)=-. 

Les deux dernières équations sont suffisantes. Eu effet, 
on a 

ds ) dx \ ds I dx \ ds 
I ds 

(.r — Xo)' 



car 



ds ^_ \ ds j ds \ ds J ds \ ds 



I dx 
2 



[^-x,y 



r= rfX H = O. 

2* — 

(x — Xo) ' 



Il suit de là cju 011 aura 

^ds^^' ^Ts^^'' 
ou 

d'où l'on déduit 



cl 



V., 


sjx — Xo ^^ 


dy 


C 


dz " 


~C' 


C 


z + C'. 
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792. Cette équatîou montre d'abord que tous les points 
de la courbe sont dans un même plan vertical. 



En remplaçant ds par ^{Ix^ -h dj^ et C par — = pour 
rhomogénéité, on déduit de la première des équations (4) 



df 



V a — X -h Xo 



Si l'on prend le plan de la courbe pour plan des x> , et 
le point de départ A pour origine des coordonnées, on a 
jC0 = o, et l'équation difïérentielle de la courbe se ré- 
duit à 

(6) dr = d^yj-^ 

équation d'une cycloïde dont le sommet est au point A, 
dont la base est horizontale, et dont le diamètre du cercle 
générateur est égal à a. 
En intégrant (6), on a 



— ? 

X 



1 a — 2x 



y -=: —a arc ces 



— y fl^ — x^ • 



2 a 

On déterminera la constante a ou le diamètre du cercle 
générateur en exprimant que la courbe passe par le point 
B (j^i, J^i). On peut aussi obtenir cette ligne par la con- 
struction suivante. Décrivons une cycloïde quelconque 
jp. j3g ayant son sommet en A et pour 

base A/, et soit b le point où 



^fw ,.„ ; 7 mT AB rencontre cette courbe. A 



b'oy_^ y y 



tXr^r^-c 



u 



cause de la similitude des deux 
cycloïdes, c et C étant les cen- 
i 1res des circonférences cénéra- 

trices qui correspondent aux 
deux points è et B, les triangles ABC, abc sont sem- 
blables. Or J, B et c étant connus, il suffira pour avoir C 
de mener BC parallèle à bc jusqu'à la rencontre de Ac 
prolongé. 

Le temps employé par le mobile pour aller de A en B, 



3oo 
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I C''^ dç 

est égal à — = 1 — k (791), en prenant rorigine des 

coordonnées au point A. On aura donc, d'après F^équa- 
lion de la courbe, 



_ I /**' sfrt(}.T __ /a 
\/'2.g Jo slax — a^ V 2^ 



a — ?. .r, 



arc CCS 



a 



793. Supposons maintenant que les deux points A et B, 
au lieu d'être donnés, soient assujettis à se trouver sur 
deux courbes dpnnées CD, EF.On obtiendrait encore une 
cycloïde A MB, située dans un plan vertical. Pour déter- 
miner les points A et B qui fixent sa position, il faut 
avoir recours à Téquation générale F = o qui est ici 



{^Idx, dy ^ dz'w ^ /»'» I ds 

L \d. ds ds )l J .^^_^^^f 



Comme les déplacements des points A et B sur les deux 
courbes sont indépendants l'un de l'autre, on a d'abord 

Cette équation exprime que le cosinus de l'angle TBU est- 
/r/« ,3^. nul, BT et BU étant les tan—. 

gentes menées par le point 13 
aux deux courbes EF et AB i 
donc la cycloïde A MB coupe EF 




K 



à angle droit. 



Il faut maintenant égaler à o 
le reste du premier membre de 
l'équation r = o^ mais' aupara- 
vant on peut la simplifier. En effet, on a pour tous les 
points de la courbe AMB (791 ) 

djo .{^^dx\ I dx 



[x JCo) 
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{.r - x,Y 



d'où l'on tire en intégrant 





9 • _ 

Substituant rctle valeur dans l'équation r=o. elle se 
réduit à 



» (4:),*'-(4).'-' 



ro -T- ( X -T- J ^So = o. 



Celte équation iuî parait pas symétrique* par rapport 
iux variables; mais on peut rétablir la symétrie de la ma- 
nière suivante. On a trouvé, C et C étant deux constantes, 

dr dz 

donc on peut écrire ( X-^ j et f X-7-j à la place de 

( X -^ ) et (X— ] • L'équation (2) devient alors en 
divisant par X, , facteur commun , 



'S)/^'+(l)/^'-*-(?.)^=''- 



Celte équation exprime que la rycloïde coupe à angl(^ 
droit la courbe CD. 

.Les constantes et les inconnues oTo 9 yo 1 ^o , oTi , yj , z^ 
se détermineront comme dans les exemples précédents. 

REMARQUES STJR l/lNTÉGllATlON nE l' ÉQUATION K = O. 

794. C'est ici le lieu d(î placer (|U(*l(|nes observations 
sur l'équation différentielle 

dV d'Q 
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qui , dans certains ras particuliers, peut être intégrée plus 
facilement que dans le cas général. 

1°. Supposons d'abord que K soit nulle, c'est-à-dire 
que y n'entre pas explicitement dans V. L'équation (i) se 
réduit alors à 

1 ^ = o; 

d'où résulte 

Cette équation n'est plus que. du troisième ordre, en 
supposant toujours que V ne contienne pas de dérivées ^ 
d'un ordre supérieur au second. 

2°. Si M = o, c'est-à-dire si x n'entre pas explicite — 
ment dans V, l'équation R = o se réduira encore au troi — 
sième ordre, en prenant y pour variable indépendante 
mais on peut encore y parvenir de la manière suivante. .^^ 
cause de M =; o , on a 

dY z= Nûfr -h ^dp -t- Q^^ , 

d'ailleurs 

dx dx^ 
Eliminant N entre ces équations, on aura 

,/V==.(P;,)-H^(Q|-^g)-, 
d'où 
(3) v = P;, + Q^-^f + .. 

équation du troisième ordre seulement. 
3^. Si l'on avait à la fois 

M Tir o, N = o , 

l'équation (3) se ramènerait au deuxième ordre. 0" 

aurait alors 

dP d'q 



d.r da 



•=. o 



d'où 
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et réquatîon (3) deviendrait 

(4) V = c> -+-Q7-hc. 

Voici un problème dans lequel ces simplifications se 
présentent. 

795. Problème. Trouver une courbe plane AMB telle^ 
<]ue Vaire ACBD comprise entre V arc AMB, les rayons 
de courbure AC et BD qui correspondent aux deux points 
extrêmes A ei B, et la portion de développée CD com- 
prise entre les centres, de courbure C fit D soit un 
minimum. 

Il ne peut pas y avoir de maximum, puisque AB deve- 
nant une ligne droite, la surface correspondante serait 
infinie. En prenant une courbe peu différente de cette 
droite, on aurait donc une aire aussi grande qu'on vou- 
drait. 

Soient MK et M'K' les rayons de courbure de deux 
Fig. i38. points infiniment voi- 

sins M et M'. Le trian- 
gle infiniment petU 
MK'M' est égal à 

— pds\ en appelant p 

le rayon de courbure 
MK et ds l'arc infini- 
ment petit MM'. On en conclut aisément que la surface 
en question a pour mesure 




r 1 



dx ^ 



x^ et oTi étant les abscisses des points extrêmes A et B, 
Comme la fonction V ne contient explicitement ni x 
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ni y y nous appliquerons la formule 

(i) V = qq -hc'p -hc: 

or ^ Q==- o^^ 

on a donc 

OU 

(2) . ^^ ^—!-z=c'p-^c. 

Pour intégrer cette équation il faut changer les axes -, 
mais il est nécessaire de la mettre d'abord sous une autre 



3 



(i \ D^y 

forme. Comme p = ^-^9 Féquation (2) revient à 







9 

c' p -\- c 



Soit^Tangle WTx que fait la tangente MT au poin «; 
M(jî,j:) avec l'axe Ox : on a tang6 = f|, d'où ' 

sinô == —- — " cos 6 = ■; Par conséquent , 

c = c' sin ô -H- C cos &. 

Soient maintenant a et a deux nouvelles constantes, 

telles que 

c=:: — 2asina, c'=2«cosa, 

on aura 

2 

/ 



c c 

sin a = " — , cos« = ^ ■■ ; 



j- 



on a ainsi 

*p = 2fl sin (6 — «)• 

Prenons maintenant deux nouveaux axes rectai^gu- 
laires Ox' etOj^', tels que x'Ox= a. 
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Si Ton fait — a = 6', on aura 

p = 2fl sin ô'. 

Formons maintenant Téquation différentielle qui con- 
vient à ces nouveaux axes. On a 

tange' = ^, 
d'où sin ô = 



\/'-^£' 



3_ 
7 



Remplaçons p par -^ ^^ — ^> valeur qui suppose la 

^ «/ 

courbe concave vers l'axe des a: : on a 



( rfy\» eb? 



équation différentielle de la coarbe cherchée, par rap- 
port aux nouveaux axes. On tire de celte équation 



'-^^' 



d'où 

(4) ^-^ 






En supposant la constante c connue, on peut imaginer 
que l'axe desj^ soit transporté parallèlement à lui*mème, de 
telle sorte que toutes les anciennes abscisses soient dimi- 
nuées de c. L'équation différentielle de la courbe est alors 



a 
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OU 

(5) . dy = dx\J-^^Y, 

La courbe cherchée est donc une cycloïde dont l'axe est 
dirigé suivant l'axe des x, et dont la tangente au som- 
met est l'axe des y. 

Pour déterminer les constantes , au nombre de quatre, 
que renferme l'équation de la courbe rapportée aux an- 
ciens axes, il faut distinguer plusieurs cas : 

1°. Si les points A et B sont donnés ainsi que les tan- 
gentes à la courbe en ces points, l'équation r=o est sa- 
satisfaite identiquement , car on a ix^ = o , $y^ = o, 
dpo=o, .... On aura les quatre constantes en substituant 
les coordonnées des points A et 6 dans l'équation de la 
courbe, et en exprimant que les tangentes en ces points 
sont données. 

3^. Si Ton donne les points A et B, sans donner les tan- 
gentes à la courbe en ces deux points, Féquation r=:o 
deviendra 

et comme les variations âpi et âp^^ sont indépendantes 
l'une de l'autre , il faut que l'on ait séparément 

Qi = o, Q. = o; 

on a trouvé , généralement , 

et comme i H- /?* ne peut pas être nul , il faut que l'on ait 

On déduit de là que les points A et B sont 'les points 
de rebroussement de la cycloïde , car ^ = oo indique que 
le rayon de courbure est nul aux points A et B. 

3.^ On peut se donner le point A aiiisi que la tan- 
gente à la cycloïde en ce point , et supposer que le point B 
doive se trouver sur une courbe donnée 
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Dans ce cas rëquation F = o se compose de deux par- 
ties : un terme contenant Jx,, et le terme Qi dp^ ; dx^ et 
3p^ étant des variables indépendantes, on doit avoir 
Qi = o , d'où ^1 = 00 . Ainsi le point B est encore un 
point de rebroussement de la cycloïde. 

MAXIMUM ou MINIMUM RELATIF. 

796. Dans les questions précédentes, il s'agissait de 
rendre maximum ou minimum une intégrale définie 






\ dXf sans autre condition. On peut ajouter au 
problème la condition qu'une autre intégrale définie 
U ^ ait une valeur déterminée /. Par exemple, soit 



X 



proposé de trouver parmi toutes les courbes de même lon- 
gueur /, terminées à deux points A et 6, celle dont Taire 
comprise entre cette courbe, Taxe des abscisses et les 
deux ordonnées extrêmes est un maximum. La question 
consiste à déterminer j en fonction de x , de telle sorte 
qu'ayant 






1 



'intégrale i y dx 3iil une valeur plus grande ou plus 

petite que si l'on remplaçait y par toute autre fonction de 
x, satisfaisant à l'équation précédente. On dit alors que 
l'intégrale admet un maximum ou un minimum relatif, 

IWl, Supposons qu'il s'agisse de rendre maximum l'in- 
tégrale / V dx^ avec la condition 

t/r„ 

I Vdx=zL 
Les variations de ces intégrales doivent être nulles, 

20. 
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si ron compare la fonction de x cherchée avec celles qui 

conservent à / U ^ la même valeur. On doit donc 

avoir 

En développant* ces deux conditions comme on l'a fait 
pour le maximum absolu, on a deux équations, telles que 

(3) r-f- / * Kw</j? = o, 

f Lwé3tr=o; 

r, 0, K et L sont des fonctions que Ton formera comme 
il a été dit plus haut. Mais ici il ne faut plus poser séparé- 
ment r=o, K = o, car ck) n'est plus une fonction entiè- 
rement arbitraire de x. Pour trouver les conditions qui 
doivent être remplies dans ce cas, il faut d'abord élimi- 
ner cit). Posons 

(5) I 'L»dxz=:ff(x)y 

d'où ff{xt) = o, I L(ùdx = (f{Xi). 

Par conséquent , 

. e 4- (p(jF,) = o , ou (j)(a?,) = — ©. 

Il résulte de là, à cause de l'indétermination de (o, que 
(f (x) est une fonction arbitraire de x^ assujettie seule- 
ment à s'anuuler pour x = x© , et à devenir égale à — 6 
pour x=^Xi. Or on a, à cause de Téquation (5), 

L dx 
Portant cette valeur dans l'équation (3), on a 

JC' K 
f :^d^{x)=zo, 
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OU , en intégrant par parties , 

''' '-(r).«-X"""'©-°- 

Comme ç [x ) est une fonction arbitraire dont on donne 
les valeurs seulement pour j: = Xq , x = Xi, on doit avoir 
séparément 

(7) ^(f) = o. 

(8) ^ r-(^)_e = o; 

la première donne 

K 

— - = — a ou K-haL = o, 

a désignant une constante arbitraire. 

•jr 

La seconde condition devient r-ha0=o, puisque -rr 

ayant une valeur constante — a , on aura { ±- \ = — a. 
On a donc les deux équations 

(9) r-hû0 = o, K-f-ûL = o. 

On voit que Ton aura une constante de plus que dans 
le cas où Ton recherche un minimum absolu, mais on 
a aussi une équation de plus 



•/r„ 






798. Si l'on avait cherché le maximum de Tintégrcik 
définie 



/ 



(V + flU)«/j:, 



on aurait été conduit aux deux équations (9). Par con- 
séquent la recherche du maximum relatif de Tint^rale • 

1 y dx^ l'intégrale I \idx devant conserver un« 

t/x„ t/x, 

valeur constante, revient à chercher le maximum ab- 
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solu de l'intégrale I (V H- aU) d!r; c'est ce qu'on peut 
d'aiUenrs justifier par le raisonnement suivant. 

Si I (V + aU)dlr est un maximum, pendant que 

I • XJdx conserve une valeur constante et ^ale à /, U' 

et V désignant des fonctions peu différentes de U et de Y, 
on doit avoir 



(2) 

donc 

(3) 



Ç'" (V-haU)^> f ' (V'-*-aU')*ir, 

X, «/Jfc 

j ydx^ j y'da;; 



ce qui «montre 



bien que i 



V ^x.est un maximum lors- 



que la condition I Udjc = / est remplie. Réciproque- 

menl, de l'inégalité (3) et de l'égalité (a) on déduirait 
l'in^alité (i). 

PROBLEMES SUR LES ISOPÉRIMÈTRES. 

799. Etant donnés deux points CetD sur un plan , 
^' '^^' troui^er, parmi toutes les cour- 

bes de même longueur situées 
dans ce plan et terminées en C 
e«D, celle pour laquelle Paire' 
A6DG est un maximum. 
On doit avoir 



A 



PB ûs 



sfdx' 



-h dy^ = /, 
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et il faut chercher le maximum de Tint^rale i y dx. 
D'après la théorie précédente , on devra chercher le maxi- 
mum absolu de l'intégrale / * {ydx-ha ^SM-^*) , 
c*est-à-dîre poser 

(i) S f ' {x dx-h a ^dx''^ dx') =z o. 

•Ar. 

Comme les limites Xq et Xi sont. fixes, la partie de la 
variation désignée par F est identiquement nulle. On peut 
en outre ne faire varier que x. On a ainsi 

ou, en int^rant par parties et négligeant la quantité pla- 
cée en dehors du signe 1 9 qui est nulle, 

et, en galant à o le coefficient de âx , 

d'où 

(3) y + a^ = c'. 



Remplaçons ds par ^dx^ H- dy^j et résolvons par rap- 
port à dx. Il viendra 



d'où or — c = v^fl»— (j — c')% 

et 

(4) (^-_c)»H-(^ — r')»=a». 

Ainsi la courbe cherchée est un arc de cercle. 
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800. Problème. De toutes les courbes isopérimètres que 
Ton peut tracer sur un plan entre deux points donnés A 
et B , troui^er celle qui, en tournant autour de la droite 
Ox , engendre la plus grande ou la plus petite surface 
de réi^olution, * 

n faut chercher le maximum ou le minimum relatif de 

l'intégrale / yds^ avec la condition 

La question se ramène à la recherche du maximum ou du 
minimum absolu de 



f 



(y -^a)ds, 



et comme a est une constante, on obtiendra le même ré- 
sultat qu^en cherchant le minimum absolu de j yds, 
problème déjà traité (790), et qui donne la chaînette. 

801. Problème. De toutes les courbes isopérimètres, 
trouifer celle qui engendre le "volume de réyolution mi- 
nimum. 

L'équation du problème est , dans ce cas , 



(y^dx -^ ads)=^0'y 



comme les deux points A et 6 sont donnés , on peut ne 
faire varier que x et faire abstraction de la partie F, qui 
est identiquement nulle, puisqu'il n'y a pas de dérivée 
d'un ordre supérieur au premier. D'après cela on aura 



K^*'^''S)="' 



,, , dx 

dou j'-f-« •-- =rc. 

as 
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On en déduit , en remplaçant ds par sjdx^ -f- dy^ 

équation différentielle de la courbe élastique (572) 

802. Problème. Déterminer la courbe qui, par sa 
réi^olution autour d^ un axe (l'axe des x) engendre la 
surface minimum qui renferme un volume donnée 

Ce volume étant tï l y'^dx ^ et Taire aîr i y ^ , il 
faut poser 
(i) â j (x^dx-i'!iaxds)=zOy 

a étant une constante. 

En considérant comme fixes les deux extrémités de la 
courbe, on peut ne faire varier que x , et comme la formule 

fis^ = dx^ -^ dy^ 

dx 
donne àds = — - dBx^ 

ds 



on aura 



i ( ^' + ^^^ X^ ) ^^^ = °* 



En intégrant par parties , et faisant èx = o aux deux 
limites, on a 



/• 



'^^( r'+ 2a/— ) =o; 



d'où Ton conclut 



dx 
y^ + *]L ay ^- =z une constante C. 
ds 

Chacune des constantes a et C pouvant être positive ou 
négative^ on peut écrire 

J^*± 2 fl j -j- ± ^' = o , 
ds 

et de là résulte 



sJ^a'y^—[j^±b^Y ' 
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c'est réquation différentielle de la courbe cherchée; le 
radical doit être tantôt positif, tantôt négatif; il change 
de signe quand^ devient un maximum ou un minimum. 

Si la constante b est nulle , on a un cercle ou Taxe des x. 

Si b n'est pas nulle, l'équation différentielle (a) appar- 
tient à la courbe décrite par Tun des foyers d'une ellipse 
ou d'une hyperbole qui roule sans glisser sur Taxe des x , 
comme Ta démontré M. Delaunay, dans le Journal de 
Mathématiques de M. Liouville (*). 

(♦) Tome VI, page 309. 



NOTES. 



3i5 



NOTES, 



NOTE I. 

EXERCICES DE CALCUL DIFFÉRENTIEL ET INTÉGRAL, 
tirés des papiers de M. Stcrm. 



MAXIMUMS ET MINIMUMS. 

1. Quel est le plus grand qiuidrilatère qiœ ton puisse former 
fivec quatre côtés donnés ? 

Solution. Le quadrilatère doit être inscriptible. 

2. Trouver sur une circonférence donnée un point tel, que la 
somme de ses distances à deux points donnés F et F' soit un mini- 
mum ou un maximum. 

Solution. Le point cherché est le point de contact de la cir- 
conférence et d'une ellipse, tangente au cercle, ayant pour foyers 
les deux points donnés. 

3. Trouver la plus courte distance de deux droites dar^s P espace, 
données par leurs équatioris. 

Solution. Les équations des droites étant 

\ x= az-\-py \ X— a'z-\-p\ 

)jr=bz-{-q, ' \jr=b'z-\-q', 

la plus courte distance est 

(^-a')(q-q')-{b-b'){p--p') 

^(a-a'Y-\-(b-b'Y-{-(aù'-ba'Y 

4. Parmi les parallélipipèdes de même surface assigner celui qui 
a le plus grand volume. 

Solution. Le cube. 
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5. Mener par un point donné la ligne droite la plus courte entre 
deux courbes données. 

Solution. Les normales aux extrémités de la droite minimum 
doivent rencontrer au même point la perpendiculaire à cette droite 
menée par le point donné. 

6. Inscrire élans une sphère donnée un cône dout la surface to- 
tale soit un maximum. 

Solution, x désignant la hauteur du cône, rie rayon de la sphère, 
on a 

^3 — 1/17 
16 

7. Circonscrire à une sphère donnée un cône dont le volume soit 

un minimum. 

» 

Solution. Mêmes notations. 

x=ir, vol.max. = rTrr*. 

8. Parmi toutes les paraboles que peuvent décrire des corps pe- 
sants partant d'un point donné avec une vitesse donnée ^ trouver 
celle qui a Paire la plus grande. 

Solution. Cest la parabole décrite par un corps lancé dans une 
direction inclinée de 60 degrés à Thorizon. 

9. Deux roues circulaires extérieures Vune à t autre sur un même 
plan tournent uniformément autour de leurs centres fixes y tune 
faisant deux tours. Vautre trois tours par seconde. Déterminer les 
époques et les positions des deux roues pour lesquelles deux points 
marqués sur leurs circonférences seront à la plus petite ou à la plus 
gi^ande distance F un de Poutre. 

10. Parmi toutes les cordes (Cune même longueur inscrites dans 
une courbe donnée^ déterminer celle qui retranche le plus grand ou, 
le plus petit segment. 

Solution. La corde doit faire des angles égaux avec les tangentes 
menées à la courbe par ses extrémités. 

11. Déterminer^ dans une surface du second degré, le plus grand 
et le plus petit des rayons vecteurs partant du centre. 

12. Déterminer dans V espace un point tel, qv^ une fonction de ses 
distances à des points donnés sait un maximum ou un minimum. 
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APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES DU CALCUL DIFFÉRENTIEL. 

13, Déterminer les points d'inflexion d'une conchoïde [courbe 
qu'on obtient en prolongeant d^une quantité constante les droites 
menées d un point fixe à une droite fixe). 

Solution. On prend pour axe des y la droite fixe et pour axe 

des X la perpendiculaire menée par le pôle, a étant la distance ^u 

pôle à la droite, b la quantité dont on prolonge les rayons vecteurs 

menés à la droite, les abscisses des points d'inflexion sont données 

par réquation 

jH* -h 3 ax^ — 2 ab^ = o. 

14. Une courbe est donnée par une relation entre les distances, 
r etr' de chacun de ses points à akux points fixes. Trouver P expres- 
sion de la différentielle de son arc en fonction des distances r et 
7^' et de leurs différentielles: Application aux sections coniques. 

Solution. 

^ ,_ ^rr'[rr' [dr''-\-dr"')- [r^'-^r'^- d')drd r'^ 

^ ~ [r-\-r'-^a)[r-\-r'—a)[a-^r— r') [a -\- r' — r)"* 

a désigne la distance des deux pôles. 

d5. Une courbe est donnée par une relation entre les deux an- 
gles ô et 9' que les droites menées dun point quelconque M de cette 
courbe à deux points fixes A. et B font avec la droite AB. On de- 
mande de déterminer la tangente à cette courbe et d'exprimer la 
différentielle de son arc en fonction des angles G et G' et de leurs 
différentielles, 

Appliquer les résultats à la courbe décrite par V intersection de 
deux droites mobiles qui tournent autour de deux points fixes avec 
des vitesses de rotation uniformes. 

Solution, fx et fx' désignant les angles que la normale fait avec les 
deux rayons vecteurs MA et MB , on a 

sin'fi-}-sinV— 2Sinfzsinfi'cos(ô4-6') — sin' (0-h0') = 0, 
a 



ds=- 
sm 



2Tô3:^ysin*e'e/0*-}-sin'ÔrfÔ'^-2sin0sin0'cos(Ô-}-e')rf0rfÔ'. 



Dans le cas particulier, n et n' étant les vitesses angulaires des deux 
mouvements , on a 

sinp. _ 71 sin 0' 

sin II' ~ /î'sinG 

16. Une courbe est donnée par deux relations entre les distances 
r d'un quelconque de ses points M à un point fixe , r angle que 
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h rayon -vecteur OM fait avec une droite fijce Ox et V angle ç que 
le plan MO x fait avec un plan fixe xOy : trouver la différentieUe 
de .son arc en fonction de r, 0, 0' et de leurs différentielles. 



Solution, ds = ^dr^ -+- r^'dB^ 4- r^ sin^ (fd(f^. 

17. Construire et discuter la courbe y* = o:^. 

SoLLTioN. Courbe ayant pour asymptotes deux parallèles aux axes 
menées à une distance égale à Tunité. 

\%. Le rayon vecteur FM mené cPun foyer F ^une hyperbole h 
la courbe , tourne en décrivant dans un temps quelconque une aire 
proportionnelle à ce temps. On demande de calculer la vitesse du 
point M sur Vhyperbole en fonction de ce rayon vecteur. 

Solution, i**" cas. Le foyer F est intérieur à la branche parcou- 
rue par le point M. On désigne par r le rayon vecteur, ia l*axe trans* 

verse, - k Taire du secteur décrit dans Tunité de temps. On a 



r^ 






•2* cas. Le foyer est extérieur à la branche décrite. Mêmes nota- 
tions. 



"~~a\e--i]\ r ) 



i9. Même problème pour la parabole. 

Solution. Le paramètre étant désigné par 2/7 , oâ a 

aX^ I 

p r 



v^ = 



20. Une courbe tracée sur la surface d'un cône droit a pour pro- 
jection orthogonale y sur un plan perpendiculaire à Paxe du cône et 
passant par son sommet, une spirale logarithmique dont ce sommet 
est le pôle. On demande les équations de la tangente à cette courbe, 
et Féquation de son plan normal en un point donné. Prouver que 
cette courbe coupe toutes les arêtes du cône sous un angle constant. 

Solution. r=e'"^ étant l'équation de la spirale logarithmique, 
a l'angle du cône , la tangente à la courbe fait avec Taxe des angles 
dont les cosinus sont 

/// cos ô — sin m sin -+- cos m cot a 



/ ■ m' I //i'^ I 



m' 



sin^a 
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La tangente fait avec l'arête du cône un angle dont la cotangente est 



m 



sina 
L'équation du plan normal est 

(X — x)[mx-y)-^[X-X)[my+x)-{-[Z-z)mz = o, 

21 . Si Pon désigne par s un arc ^e courbe , par c sa corde, par p 
le rayon de courbure en Pune de ses extrémités , la seconde extré- 
mité venant se réunir à la première, on aura 

,. s — c 1 

lim 



s^ a4p* 

22. Une surface convexe étant coupée par un plan, soient or Paire 
de la surface courbe, et a Paire de la surface plane du segment 
déterminé; si Pon fait mouvoir le plan de sorte que la section tende 

a se réduire à un point M , la limite du rapport ■ . sera propor- 
tionnelle à ( ^^ I , R <?f R' étant les rayons de courbure princi- 
paux de la surface au point M. 

23. Trouver P équation du lieu des normales à la surface 

• a'f=ix''(b^-z'), 
menées par tous les points de la droite 

z = X* , ay=^x yjb^ — /■', 

qui est tout entière sur la surface. 
Solution. 

ak {ax-{-y y/h"— h") {x y/ù' — k^ — ay) 
-^[a^-^h'-k^Y y/b^'-k''[z-^k) = o, 
équation d'un paraboloïde hyperbolique. 

QUADRATURES. 

2i. Calculer 



I 



dx 



x^ /i — x^ 



Solution. Cette intégrale se ramène à / . f on posaitlj; x = sin (p. 

° J sin* <p 



25. Calculer 

dx 



=/ 



,z{n-i-b.T^y 
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Solution. 



Y _ ^ 1 ^a-V-hoc ^ —\pi I , I 

26. Calculer 



/; 



dx 



(a^bx'y 
Solution. 






X=A 

3( 



27. Calculer 

x= r ^ 

J (c']-ex^)^a'hbx^' 
Solution. Si ^c — ae est positif, on a 

y/(bc — ae)c \^(a'{- bjc')c-\-x^bc — ae / 
si bc — ae est négatif, on aura 



„ I , / /a^ — ^c a: \ 

X = — : arc tang | ^/ . . 



2,^[ae — ^c)c 
28. Calculer 



dx 
X 



=/: 



x^a^-^x-^-i 
donner Ut tangente, le sinus et le cosinus de cette intégrale. 



Solution. 



X = arc sin — - + C. 



En supposant nulle la constante arbitraire , on a 



x — 1 „ ik/x^-^-x— I 
sinX = — 7f' cosX = -^ — — = 

xyb x^5 

• X — 2 

tangX = 



1^X^-\-X— I 

29. Calculer 

V- r 

-i-b COS0 



_ r dQ 
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Traiter à part le cas de a = b et comparer le résultat avec celui 
que donne la formule générale. 

Solution. 

a> 6 X = ■ arc cos — —r ;: j 

^i^ — jf^ a-}-É>cos6 



tang 



a = b X=-tang-6. 
a ^*k 



_ i« . /b + a 



2 y b — a 



30. Calculer 

cosôe/0 



"J(« 



-Hé^cosô)* 
Solution. 

(«*— ^MX= — --7 ;:— ^ / — -—f ;■: 

on est ramené à la question précédente. Si a — by 

«'X = ltangi6-ltang»i9. 

3i. Calculer 

dx 



=/; 



oc^ l(i — x) 
Solution. 






2 



32. Démontrer que 

*^ sinmx 



f 

J sinx 



dx =.Tt y 



m étant un nombre entier positif et impair, 

33. Calculer Paire que renferme la développée d^ùne ellipse. 

Solution. -t n ^ y — '- , ^ 

8 ao 

7.a et ib étant les axes de l'ellipse. 

34. Trouver en coordonnées polaires Véquation de la dévelop- 
pante jd^un cercle , P expression dtun arc de cette courbe et celle du 

n. ai 
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secteur compris entre cet arr et tes droites menées du centre du 
cercle aux extrémités du même arc. 

Solution. Équation de la développante 



yTr 


' a^ 


r» 


ar 
-a-" 



arc de la courbe . . s = 

'la 

i ' 

secteur tt- (r"^ — o'^Y - 

L'arc de la développante, compté à partir du point de rencontre 
avec la circonférence, efet quatrième proportionnel au diamètre et à 
la tangente. 

35. Tmuvcr Faire contenue dans la portion fermée de la courbe 

(pti se trouve dans l'angle des coordonnées positives. 
Solution. 



TTrt^ 



8 

3G. Trouver une courbe telle , que la somme de V ordonnée et (ie 
la sous-normale soit constante. Construire et discuter cette courbe. 

Solution. ^" — •^--jr = «log(/7— j), 

spirale logarithmique. 

ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 

37. Intégrer F équation 

ay dx -h bx dy -h xf^y" ( cydx -{-exdy) = o. 
Solution. Le premier binôme devient intégrable étant multiplié 
par x^-'y-^^(x"y^)] le second, par j^ H^J*)- Or on peut 
déterminer 9 et -^ de manière à rendre ces facteurs égaux. 

■■-■ 

38. Trouver une courbe dans laquelle le rayon de courbure soit eu 
raison inverse de la normale. 



Solution, dx = dy i /—r, ; — - — i . 

•^ y a- — c-\- y 
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39. Intégrer P équation 

idy^ dx -\- y^ dx^ — yd'^ydv ~~ ' 
où X est la variable indépendante. 
Solution. 

X = c *-\- - ^ icy — c^ -\- arc cos"-: • 

40. Intégrer P équation 

dx^dy — xds^d'^y=adxds ^ [d"^ ^Y -{- [d"^ yY ^ 

flans laquelle ds= ^dr'-\-dy*^ et s est prise pour variable indé- 
pendante. 

Solution. y= -c{x-{-aY-f-c', 

41 . Déterminer la courbe dont le rayon de courbure en chaque 
point est égal à la distance de ce point à un point fixe. 

Solution. L'équation de cette courbe en coordonnées polaires est 

9 = c -h- v^'<^'' — ^ 4-arccos 

c r 

42. Déterminer là courbe dont le rayon de courbure est propor- 
tionnel à celui de la développée. 

Solution. /• = kc^ ^ . 

43. Intégrer Péquation 

ydx — "^ 



/. 



X 



_, , ^ , X c X 

Solution. y = 

•2 



s/'- 



44. Intégrer Péquation différentielle 

ix-'+f^dx 4- ''^~ ^"^^ dy = of 

^ ^^ ^ ^ x^y -' 

Solution. 

x\y-xY r 274-(v/T3-3 )x"]^^^ 

45. Déterminer sur la surface d^un cône droit une courbe qui 
coupe les arêtes sous un angle constant , et qui passe par deux 
points donnés. 

Solution. I^oir question 20*. 

21 . 
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40. Trouver les trajectoires orthogonales des cercles inscrits dans 
un angle droit. Trouver Vasymptote sans intégrer. Prouver que les 
trajectoires sont semblables. 

M. Les ovales de Descartes ^ représentés en coordonnées bipo- 
laires par les équations 

r -\-nr' = a, 

r' — nr = 6, 
se coupent à angle dtvit, quels que soient ol et p. 

48. Intégrer les deux équations 
Solution. 

3975 5 

49. Intégrer l'équation à différentielles partielles 

. dz , .dz 



Solution. 



-(^) 



50. Déterminer une surface telle y que son plan tangent en un 
point quelconque M rencontre une droite donnée de position en un 
point qui soit également distant du point ^i de la surface et d'un 
point fixe pris sur la droite donnée. 

Solution. Prenant le point fixe pour origine et la droite donnée 
pour axe des z , l*quation de la surface est 

<p désignant une fonction arbitraire. 

5i . Déterminer une surface telle , que son plan tangent en un 
point quelconque M rencontre une droite donnée de position en un 
point dont la distance à un point fixe pris sur cette droite soit égale 
à la distance de ce point fixe au point M de la surface. 
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Solution. Mêmes axes : 



4- v/^'^ + y^+Z^ rr: Ç> U\ • 



QUESTIONS DIVERSES. 

' 52. L'expression — zrs — . ^^ , " . -^ est integrable si M, N et F 

sont homogènes. 

53. Etant donnée Véc^uation 



< 






dx 

dans laquelle V, K <?^ G sont des fonctions de x, K restant constam- 

d\ 
ment positif, démontrer que Y et -r- ne peuvent pas s^ an nu Ufr pour 

la même valeur de x, 

54. Déterminer, parmi toutes les lignes d^une longueur donnée 
et terminées à deux points fixes A , B, celle pour laquelle la somme 
des produits de cliaque élément ds par le carré de sa distance à la 
droite AB est un maximum. 

Solution. On prend AB pour axe des x et A pour origine. La 
question se ramène à l'intégration de l'équation 

(«-/') g =-• 

55. La ligne minimum sur une surface développable se trouve 
par des quadratures. 

5G. La courbe 

x""-^f"'= I 

pour m = co devient un carré dont le sommet, vu à la loupe, est 
semblable à e~'-\-e~^ = c, 

57. On sait que des droites normales à une surface sont aussi 
normales à une infinité (F autres surfaces, dont chacune est à une 
distance constante h de la première, de sorte que deux quelconques 
interceptent sur toutes les normales une longueur constante. Ces 
surfaces ont les mêmes plans des sections principales pour tous les 
points où elles rencontrent une même normale. Les courbes indien" 
trices des surfaces pour ces points, sont des coniques homofocales 
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ayant leurs axes parallèles , de sorte que la ligne des foyers est con- 
stante de grandeur et de direction, 

58. Si Von considère un système de lignes droites disposées dans 
P espace suivant une loi analytique quelconque, et qui ne soient 
normales à aucune surface , en prenant un point quelconque dans 
V espace y et la droite OZ correspondante à ce points puis portant 
perpendiculairement à OZ deux longueurs infiniment petites OM, 
OM', égales et perpendiculaires entre elles y les angles infiniment 
petits fi et [IL que ferait la droite correspondante au point M avec le 
plan ZOM^ et la droite correspondante au point M' avec le plan ZOM' 
auront leur somme (algébrique) p-|-f^' différente de zéro et con- 
stante, quelles que soient les directions des deux lignes X)^, OM', 
pourvu qu'elles soient toujours égales, et perpendiculaires tune à 
P autre à OZ au même point 0. La somme p-|-p' est nulle dans le 
seul cas ou les droites du système sont normales a une même sur- 
face (*). 



NOTE II. 

SUR. UN CAS PARTICULIER DE LA FORSfULE DU BINOME, 

par M. E. Catalan. 



(Extrait des Compte y rendus de V Académie des Sciences, iS57f t. XLV,'p. 621.) 



Les ouvrages les plus estimés, par exemple le Cours d'analyse 
du profond et regrettable Sturm^ n'indiquent pas ce que devient la 
série 

1 1.2 1.2.3 

quand on suppose x= ±: i . Cette lacune peut être aisément com- 
blée comme il suit : 

1. Lemme I. Le produit 
dans lequel on suppose, pour plus de simplicité^ 

«, > ^2 > "3 > V • > f^n>^n+\ •••>!, 

( * ) Le lecteur trouvera un grand nombre de questions, d'un excellent 
choix, dans le Recueil d'exercices sur le calcul infinitésimal, par M. FreneH 
Paris, i856. Librairie de Mallet-Bachclior. 
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converge ou diverge en même temps que la série 

lu^ +/«, + . . .-l-^,-h^"„+, (^ ). 

2. Lemme II. m étant une quantité positive, moindre que l^ unité ^ 
le produit 

Pj I 2 3 n 

f* ss •-• • ^—^^— • — — — ^ • • » ■ 

" m m-{-\ w + 2 m-\-n—i 

croit indéfiniment avec n. 
En effet, 

lim ni — ; =- = Wm ni 1 1-\ — I = i — m; 

m-^n—i \ m-^n—Y) \ 

donc la série qui aurait pour terme général t eSt diver- 

gente (** ) ; donc le produit P„ est divergent (Lemme I). 

3. Lemme ni. m étant une quantité positive, comprise ^ntre deux 
nombres entiers consécutifs, p — i , /?, le produit 

p-{-i p-\-'i- «+i 



■^^M • 



p — m P'\-i — m n — m 
crott indéfiniment avec n, 

4. Théorème I. m étant une quantité positive quelconque, on a 

(A) ^ . ..^ 

m[m— i),. (/w — « -4- 1 ) 
~j~ » ' i~ • » • . 



(* ) CetW proposition, qui est évidente, pcnt être fort utile. Elle promre, 
par exemple, que les produits 

3 7 i3 21 n'-hin-i 



• ■» • • • 



I 5 II 19 n}-\-n — I 



e -\~\ e*-¥-i 



e — I e' — I e* — i 



. .. , 



• » 



sec fl sec — • • • sec — • • • 

2 n 



sont convergents , et que les produits 

2 5 10 fl*H-I 



1 3 7 n* — rt 4- I 

(1 -H tanga ) ( i -+- taiig - ) • • • ( 1 -t- tang - ) • 

peuvent dépasser toute limite. 
(**) Comptes rendus, tome XLIII, page 627. 
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Le reste de la série (A) est (*) 

m[m— i). .Am — n) 

K = ^ - , ■ r 



1.2.3. ..(/i-l-i) (i-hÔ)»+'-'« 

Soit p le nombre entier immédiatement supérieur à m : on peut 
écrire 

p__^_ /y^(/w— i)...(/yî— /?-hi) 

I.2.../7 

p — m p-{-i — m n — m i 

X"*- ' ••• X TT — ; — • 



/?H-i p-h^ «-hi (i-hoy 

Des trois facteurs de R, le premier est constant, le deuxième a pour 
limite zéro (Lemme m ) , le troisième ne surpasse pas l'unité ; donc 
lim R s= o. 

5. Th^qhème n. m étant une quantité positive quelœnque, on a 

m . mlm — i) 

G = I 1 i — . .. 

(B) i 

m(m— i).,,(m — n-{~i) 

I .2. . ./I 

La démonstration, ne diffère pas de la précédente , pourvu que le 
rest« soit mis sous la forme 

R' = zb ^(^— 0"'(^ — /^ + 

I .2. ./? 

p — m p-^ri — ni n — m , Ax«_t /**v 
X C-- -C_J_ ^x(i— ô)»»-* (** . 

6. Théorjbme m. m étant une quantité positive^ moindre que Va- 
nité, on a 

I _ /w /w(/?i-hî) /n(/n4- 1) (/nH-2) ^^* 

,pvi2'"~~ I 1,2 1.2.3 

//i(/w-hi)...(/?i-h/z — l) 

■■L ■ i • • • • 

I .2. . .n 
Dans ce cas, Texpression du reste est 

i.2...(/i-hi) (i -i-e)'»-""-^' ' 

donc ( Lemme II ) lim R" = o. 



(*) Tome ï, page loo. 
(**) Tome I; page 102. 
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7. Il est évident que la série (C) cesse d'èlre convergente à par- 
tir de /w = I , et que la série 

, m , m{m-^\) m (/w-h i) (m-h i) , 

I 1.2 1.2.3 

est divergente pour toutes les valeurs positives de m. Les cas dont 
iious nous sommes occupé sont donc les seuls qui présentent quelque 
intérêt. 



NOTE III. 

SUR LES FONCTIONS ELLIPTIQUES (*), 
par M. Sturm, d'après un Mémoire de M. Despeyrous. 



L'intégrale sous forme algébrique de Téquation 

dx dr 

1 — ^' — = o 



y/i—x" y/î—f' 
s'obtient aisément, comme on sait (**), au moyen d'une intégration 



( *) Pour rintelligence de cette Note, il est nécessaire de savoir que Ton 
donne le nom d'intégrales elliptiques aux intégrales suivantes dont la se- 
conde représente )a^ longueur d'un arc d'ellipse : 



? 



\^^ espèèe, 1 — 

/ VI — c'sin' 

2*5 espèce. I df^i — ç* sin'9, 



o 



3® espèce» I — y 

Jo (i -+- n sin' ç>) ^i — c' sin'ç» 

Si l'on pose x=:sino, l'intégrale de première espèce devient 

*^ dx 



£ 



P. 

\/i — x' \/i — c'a.' 
o 



^i — x' ^i — c'a.' 



( ** ) Voir y par exemple, Lacroix, Traité du Calcul différentiel et du Calcul 
intégral, tome II, page /|73. 
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par parties. En mettant cette équation sous la forme 

(Ix v/i — y^ -h dy /i — x'^ = o, 
on en déduit 

/ dx v^i — j' + / dx\/i — x^ = constante. 
Or, en intégrant par parties, on a 

Jdxs/j^^ = X v/r=7 ^f-j=, 

et 

idy\/v — x' = X\/i — x*'h I y'-—, ' 

Ajoutant et observant que les termes sous le signe / donnent une 

somme nulle en vertu de l'équation différentielle proposée, on 
trouve l'intégrale algébrique 

^\/^ —y^-hX\^i—'^^ = constante. 

La constante arbitraire qu'elle contient est la valeur de y pour 
,r = o. Posons 



I. 



dx 



— - '.— = a, ^ = sin a, y/i — x'^ = cos a, 



et de même 

p, V = sin p, v^i— 7* = cos p. 



X 



^ dy 



Nous aurons 

r/a -h r/p = o, 

d'où 

7 étant une constante. D'ailleurs, pour a = o, on a 

.r ^ o, p = 7, J — sin 7# 

La constante de notre intégrale est donc sin 7. Par suite, il vient 

sin 7 ou sin(a-}-p) =: sinacosp-hsin^cosa. 

C'est la formule fondamentale de la théorie des fonctions circu- 
laires. 

Le même procédé s'applique facilement à la recherche de l'inté- 
grale d'Euler qui donne la formule fondamentale de la théorie des 
fonctions elliptiques. 
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Soit, en effet, 

(iûc (Iy 



En multipliant par le produit des dénominateurs et divisant par 



I — c^a^y^^ on a 



\ ^ . dx 4- ; ^- \ . . — dy = constante. 

Or, en intégrant le premier terme par parties, on obtient 

Ç ^i-.fyjY — c'f ^^ _ xy/i—f)/l—c'f 
J I — c?x^y^ I — c^wK-y 



/^r 



J {x-c^x-^fY" -^ "^ -^ 

En échangeant entre elles les deux lettres x et j, on aura le second 

terme ; ajoutant donc et observant que les termes sous le signe / 

donnent une somme nulle en vertu de l'équation différentielle pro- 
posée, on trouvera 

x\l\ — r' V^i — cy -\-y\J\ — x^ yj \ — c^x"^ 



I — c^x'^'f 



= constante. 



1 
La constante du second membre est la valeur de y pour ^ = o.^ 

Posons 



r dx ^,^^ 



jc = S(a), v/r=r^=C(a), v/i--r'j:'=::R(a), 

et de même 

Jo v/i-r'v^ï — ^y 
j=s(p), v'7^-==c(p), v/r;r;y = R(f^). 

Kous aurons 

c/a + r/6 = o. 



1 

(*) Dans celte inté{;ialc la variable X doit être prise toujours moindre 
que I . Si l'on fhit x = sin <p , .alors l'angle (p est appelé Vamplitudc de l'in- 
tégralc a. Jacobi le désigne par ani « el pose x = sin am a. P. 
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d'où 



a 



/5. _ 



-l-? = 7, 



7 étant une constante. D'ailleurs pour a =:r o, on a 

La constante de notre intégrale est donc 8(7). Par suite il vient 

S(v) ou Sfcc I 6^ S(a)C(P)R(P)4-S(P)C(a)R(a) 
^17) ou ^(a + p)_ _____ 

C'est la formule fondamentale de la théorie des fonctions ellip- 
tiques. 

Elle donne S(a--p) en changeant le signe de S(P). On peut 
aussi en déduire C (a ± p) et R (a ± p). 



NOTE IV. 

SUR LES PROPRIÉTÉS DE QUELQUES FONCTIONS ET SUR LA 
REPRÉSENTATION DES RACINES DES ÉQUATIONS PAR DES 
INTERSECTIONS DE COURBES, 

par M. E. Prouhet. 



Définitions préliminaires. — Relations entre les dérivées partielles des* 
fonctions F et Q. — Séparation des quantités réelles et des imaginaires 
dans les dérivées dej'{s). — Différences finies et différentielles totales 
des fonctions P et Q. — Propriétés des courbes P, Q, P-t-Q, P — Q. 
— Démonstration d'un théorème de M./Çauchy. — Asymptotes des cour- 
bes P, Q, etc. — Théorème sur le nombre des-^ racines des équations 
algébriques. — Propriétés des surfaces « = P, « = Q. — Remarques. 



DEFINITIONS PRéLIMINAIREÔ. 

i . Si /( z) est une fonction qui prenne la forme P -h Q \/— i quand 

on pose z = x-\-x y^— i, P et Q étant des fonctions réelles en a: et/, 
l'équation 

(I) f(z) = P + Q^—[ = o 

entraînera les suivantes 

P r^ o , Q == 

et réciproquement, il suit de là que si x et / sont les coordonnéei» 
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d'un point variable, la partie réelle et le coefficient de /-— 7 d'une 
racine de l'équation (i) seront respectivement égaux aux valeurs 
numériques de l'abscisse et de l'ordonnée d'un point commun aux 
deux courbes données par les équations P = o , Q =r o. 

Les points d'intersection de ces deux courbes peuvent donc être 
regardés comme formant une représentation géométrique des racines 
de l'équation /(z) = o, et c'est pour rappeler cette propriété que 
nous les nommerons des points-racines, 

2. On dit en général qu'une équation /(z) = o a « racines égales 
à a lorsqu'on a /(z) = (z — fl)"f(z), i{z) désignant une fonction 
qui ne devient ni nulle, ni infinie pour z = «; or comme la fonc- 
tion i[z)= 1^ ' .^ prend la forme - pour z = a, si l'on cherche 

sa véritable valeur d'après les règles connues, on voit que pour 
qu'elle ne soit ni nulle ni infinie , on doit avoir 

/(«) = o, f(a) = o, r(a) = o,,:.,r-^(a) = oJ''{a)>o, 

Toutes les fois que l'équation f(z) aura n racines égales , le point- 
racine correspondant sera pour nous l'équivalent de n points-racines 
qui coïncideraient , et nous le nommerons , dans ce cas , point-racine 
de V ordre n. 

RELATIONS ENTRE LES DÉRIVÂES PARTIELLES DES FONCTIONS P ET Q. 

3. Relations entre les dérivées partielles du premier ordre. 

Si l'on suppose que z tienne la place à.% x-\-y /— i dans l'identité 

/(z) = P + Qv/~, 

et que l'on prenne les dérivées des deux membres, d'après la règle 
des fonctions de fonctions , on aura 

r/Q rfP 



On obtient ainsi deux expressions différentes de /'(z), et en ex- 
primant qu'elles sont identiques , on aura les relations 

dVd^ 

, , dx dy 

dy dx 
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4. RÉCIPROQUEMENT, si les relations [%) ont lieu entre les dérii^es 
de deux fonctions 

P = *(x,r), Q = M'(.r,j), 

V et Q sont la partie réelle et le coefficient de ^ — i dune fonction 

dune seule variable z, dans laquelle on aurait substitué x-^y^ — i 
à z. 

En effet, posons 

W = P-|-Qv^-i; 

substituons à x dans cette expression z— jr/— i, et prenons la dé- 
rivée de W par rapport à /; nous aurons 

rfW dVdx dV fdQdx 



dy 



_^^ r/P fd^dx^ rfQ\ ,—- 
~ drdy^ dy^\dxdr~^ dy)"^ . ^' 



et comme -7- = — J— i , il en résulte 
dy 



r/W . 



\dy dx ) \dy dx / ^ 



Or le second membre est identiquement nul d'après l'hypothèse. 

dW 

On a donc — ;— = o. Ainsi le résultat de la substitution est indé- 
dy 

pendant de y et par conséquent W se réduit à une fonction de z , qui 
par la substitution de .r + y \J— i devient P + Q /— i. 

C. Q. F. D. 

5. Relations entre les dérivées partielles du second ordre. 
Les relations ( 2 ) étant identiques , on pourra prendre les dérivées 
des deux membres de chacune d'elles : on obtiendra ainsi 

« 

d^V _ d^Q d^P d'Q 

dx^ dx dy dx dy dy^ 

d^Q _ d'? d'Q _ r/^P 

dx^ dx dy dx dy dy^ ' 

d'où résultent les relations 

d^_d^ 
dx^ dy^ 

dx"^ dy^ 

RÉCIPROQUEMENT, if lunc des relations (3) est vérifiée par une 
fonction P, il sera possible de trouver une seconde fonction Q '^^^' 
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(jue VetQ résultent de la substitution de x-\-y yj — i h la place de z 
dans une certaine fonction ^[z). 



/d? 
-T- dy^ on aura 

dy'dx' dx~J dx' ^~ J dy' ^~ dy' 

Ainsi les relations [i) sont vérifiées par les fonctions P et Q, et 
par suite il existe une fonction cp(z) telle, que l'on a identiquement 

o{x-^y\/~)= P+Ov/^. 

6. Relations générales entre les dérivées partielles de P et celles 
de Q. 

On tire des équations ( 2 ) en les différentiant k — i fois par rap- 
port à x^ et « — X -f-r fois par rapport à r 

r/"P (ITQ 



(4) 



d.r*dy" '^ dx^-'dy"-^^' 

d^Q _ __ r/"P 
dx^df'-" ~ "" fl/lr*- Wr^-*+» ' 



7. Relations entre les dérivées partielles de P ou de Q, 
On tire des équations (3) par la différentiation 

d"? _ _ f/"P 
, dx^dy"-"- ~ ~ r/^-W>^-*+2 ' 

^ ' ^ d^Q d"Q 



Ces équations expriment une propriété commune aux deux fonc- 
tions P «t Q. En y faisant successivement ^ = w, /i — 2, « — 4. . .. 
puis k = n— \^ // — 3, /? — 5. . . , on obtient : 

r/»*P r/"P ^"P rf«P 

7û" ~ ^ dxf'-\ly' ~ dx^'-^dy^ ~ "" djf'-^dy'^ ' ' ' 

d"V d"? r/"P ^/«P 



(6) 



dx"-*dy dx"^\ly' dx"-'dy' djf-'dy' 

f£Q _ d"Q _ d"Q ^«Q 

dx" "" "~ dx"-''dr''~ daf-^df ~ ~~ daf'-^ly^ 



dx^-^dy dx"\Iy'' dx"-^dy^ dx^-'^dy' 

Ainsi Toutes les dérivées partielles de P ou de Q d'un même 
nrdre , dans lesfpiellcs Pindice de différentiation relatif à une 
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même variable est en même temps pair ou impair^ sont égales en 
valeurs absolues. 

Et si Von range ces dériçees suivant un ordre de grandeur de 
cet indice^ les signes -\- et — se succéderont alternativement. 

SÉPARATION DES QUANTITÉS REELLES ET DES IMAGINAIRES DANS LES 

DÉRIVÉES DE /(z). 

8. En différeniiant par rapport à 3» les deux membres de l'iden- 
tité /(z) = P 4- Q yj— I , nous avons trouvé 

Cette formule fait voir que pour obtenir la partie réelle et le 

coefficient de v^—ï de la dérivée d'une fonction, il suffit de prendre 
les dérivées par rapport à x des parties analogues de cette fonc- 
tion. En prenant n fois de suite la dérivée par rapport à x, on 
trouve 

/«/ X d^V d-q , — 

On peut donner à cetter expression deux autres formes et n'y 
employer que la fonction P ou la fonction Q. Il suffit d'y remplacer 
^f'Q ûP*P ûP*P €/»Q 

d'après les relations (4). On aura ainsi 






d'V d'P 

(7) 



DIFFERENCES FINIES ET DIFFERENTIELLES TOTALES DES FONCTIONS 

P Et Q. 

9. Les propriétés précédentes permettent de développer les 
accroissements des fonctions P et Q suivant les accroissements de 
leurs variables. 

Si dans/(z) on change z en (z-\-^x-\-^Jr^/^)^ on aura 



NOTE ÏV. H37 

En posant 

nous aurons, par la formule do Moivre, 

(A-r + Ary/— 7)''--/-''(coswO-|-v/^sin«0). 
D'ailleurs la première formule ( 7 ) donne 

4'nl . / — \ ^^"P ^'"P / — 

/"(-4-rv/=:7) = ^-^^,3^./rT: 

donc on a 

a/(z)=:AP-+-;aq/ii7 

et en séparant les parties réelles et les parties imaginaires 



n 



(8)'; 



I 

n 






" 10. Si l'on suppose Ajp et ^y infiniment petits, le terme général 
de chaque développement deyient la différentielle totale du «**'"* 
ordre de P ou de Q, divisée par le produit i .2.3. ... /i. On aura 
donc, en appelant w la limite de l'angle et en observant que 



dy 



r=V^/^-î-r/r*=:r/rv/i-+-cot*w= .. . 7 

f/«P ' r/«P 

sm"w - ' 

r/T . f/"P 

d" Q =-. 'If- . f ''^ dr\ 

^ sm"w 



(9) 



PROPRIÉTÉS DES COURBES P ET Q. — POINTS MULTIPLES. 

\\, Pour abréger, nous appellerons courbe P, courbe Q, les 
courbes représentées par les équations P ^rr o, Q -- o* Nous suppo- 

II. ?.2 
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sorons que le système d'axes auciuel on les rupporle est rectangu- 
laire. 

Une propriété remarquable de ces courbes est d'avoir chacune 
un point multiple de l'ordre /i, toutes les fois que Téquation pri- 
mitive f(z) = o, a /i racines égalçs entre elles. Pour le démontrer, 
il faut faire voir : i° que les fonctions P et Q s'annulent avec leurs 
dérivées partielles jusqu'à l'ordre n — i inclusivement quand on y 
subtitue les coordonnées d'un point-racine de l'ordre /i; a° que 
chaque courbe a en ce point n tangentes distinctes. 

12. Premièrement, quand /(z) a n racines égales à ^-j-jv^— i? 
on doit avoir, i désignant un nombre au plus égal à n , 

cette équation entraîne les deux autres : 

Il résulte de là* et des relations (6) que toutes les dérivées de P 
de l'ordre / sont nulles, et comme / est compris entre o et « — i , 
il est donc démontré, qu'en un point-racine de l'ordre «, toutes les 
dérivées partielles de P s'annulent jusqu'à l'ordre n — i inclusive- 
ment. — Même démonstration pour la fonction Q. 

13. En second lieu , les courbes P et Q ont chacune, au point 
(.r, /), n tangentes distinctes. 

Considérons d'abord la courbe P. * 

dy 
On obtiendra le coefficient angulaire -^ = tangw d'une tangente 

à la courbe au point ( j:, j) , en égalant à o la différentielle totale 
du n^"'"" ordre. D'après la formule (9), l'équation qu'il faudra poser 
sera donc : 

d»V . rf»P . ' . 
.^ ^ = 0. 

Le dénominateur de cette équation n'est jamais supérieur à l'unité, 
et il ne peut devenir nul en même temps que le numérateur 
qu'autant qu'on a 

d"? 



daf 



= o. 



Mais ce cas peut être écarté, car il suffit, pour l'éviter, de chan- 
ger la direction des axes de coordonnées. Si donc on suppose 
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-T— j^o, oij aura toutes les solutions de cette équation en posant 



rf»P 



(10) 




• 


# daf"-' dy 


et si l'on fait 






d^V 


. 


daf 
^^f*- rf«P ' 




r/.r»-' ^j 


oH aura 


■ 




«w __ ix-|-/*7rj 


d'où 
(II) 


• 

72 n 



Pour avoir toutes les tangentes à la cotirbe P, il suffit de don- 
ùer à n les valeurs o, i, 2,;i.,«— i, et l'on obtient n valeurs 

de », formant une progression arithmétique dont la raison est - • 

Donc la courbe P a /z tangentes distinctes et tellement disposées, 
que deux tangentes consécutives comprennent un angle égal à la 
^iime partie ^q ^g^x angles droits. 

14. Il importe de remarquer qu'un point-racine de Tordre n ne 
peut être un point d'arrêt ou un point i^olé, pour aucune branche de 
la courbe P, du moiiis dans le cas où la fonction P est continue. En 
efTet, l'équation qui donne tang»» ayant toutes ses racines inégales^ 
on voit facilement, en développant P par la série de Taylor, que P 
changera de signe 'quand on y substituera successivement les coor- 
données de deux points suffisamment rapprochés du point N et situés 
de part et d'autre d'une même tangente^ 

15. Un calcul analogue à celui que nous avons fait pour la courbe 
P assignerait aussi à la couii)^ Q, en un point-racine de l'ordre /z, 
n tangentes distinctes et tellement disposées, que deux tangentes 

TT 

consécutives comprennent un angle égal à — On peut déjà en con- 

dure qu'entre deux tangentes consécutives à la courbe P il y a tou- 
jours une tangente à la courbe Q. Mais je dis de plus que : 

Les tangentes à la courbe Q sont les bissectrices des angles for-^ 
mes par les tangentes à la courbe P. • 

22. 
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Pour le démontrer, rappelons-nous la formule 

r/"P 
(|o) tang/iw= ^ïTp— 

En appelant u Fangle qu'une tangente à la courbe fait avec l'axe 
des .r, nous aurons do même 

(19.) tang/iuzr ^1^. 

r/.z-"- * (h 
Or, d'après les relatio;is (4) 



donc 
d'où 



(V Q r/" P ^hq _^^"P. 

tang/2w tang/zu = — i, 



2 



(i3) w — u = ib • 

w — u est l'angle compris entre une tangente à la courbe P et 
une taqgente à la courbe Q la plus voisine, et l'équation (i 3) montre 
que cet angle, abstraction faite du signe, est la moitié de l'angle 

- Compris entre deux tangentes consécutives à la courbe Pi 



46. Les résultats précédents comprennent le cas particulier d'un 

I TT 

point-racine simple. En un point de cette espèce, l'angle — formé 
par la tangente à la courbe P, et la tangente à la courbe Q se réduit à 

TT 

-• On peut d'ailleurs l'établir directement^ Ainsi : 

JL 

En un point-racine du premier ordre les courtes V et Q se cou- 
pent à angle droit. 

Cette propriété appçirtiendrait encore aux courbes représentées 
par les équations 

P = A, Q = B, 

A et B étant deux constafctos quelconques. 
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PROPRIÉTÉS DES COURBES DONNÉES PAR LES EQUATIONS 
P~Q = o, P-j-Q = o. 

17. La courbe qft a pour équation P — Q = oest le lieu de tous 

les points dont les coordonnées, substituées dans les fonctions P et Q, 

donnent des résultats égaux et de même signe. En chaque point de 

P , 

cette courbe le rapport ^^ est égal à i . 

La courbe qui a^ pour équation P H- Q = o est le lieu de tous les 
points dont les coordonnées, substituées dans les fonctions P et Q, 

P 

donnent des résultats égaux et de signes contraires. Le rapport t? y 

est constamment égal à — i . 

Les courbes P — Q, P -h Q jouissent des nfêmes propriétés que 
les courbes P et Q, et il sufi5t pour le démontrer d'observer que les 
fonctions 



sont la partie réelle et le coefficient de /— i de la fonction 

('i-+-v/^)/(z) = (i-f/Hi) (P+Qv^^) 

-P-Q + lP-f Q)/=^. 

D'ailleurs /? et </ s'annulent évidemment avec leurs dérivées jus- 
qu'à Tordre n exclusivement, quand on y substitue les coordonnées 
(l'un point racine do l'ordre n ; d'où il suit que : 

,En un point racine de Vordre n\ 
ï°. La courbe P — Q « « tangentes distinctes dont cJiacune fait 

avec celle qui la suit un angle égal « - ; 

• •? • 

2°. La courbe P + Q a aussi n tangentes distinctes qui sont les 

bissectrices des angles formés par les tangentes à la courbe P — Q. 

48. Pour construire les tangentes à nos deux nouvelles courbes, 
il suffit de connaître l'angle qu'une tangente à Tune d'elles fait 
avec une tangente à la courbe P. » 

Soit tangwe le coefficient angulaire d'une tangente à la courbe 
P — Q ; on a trouvé plus haut 

r/"P 

daf^ 
(10) tang/^o).^ Ï^TT-J 

daf'-' dy 



34^ COURS dahalyse. 

à cause do la symétrie du calcul, on aura aussi 

{i4) lang/ij = -, 



mais 



daf^^dy • 

daf"" daf~ daf" ~ 'dj^'^ daf-' dy 
d^p _ d^V d^Q _ (/"P r/»P 



dûd"-' dy . daf^' dy daf"'' dy daf-' dy daf 




Donc 




^•P r/»P 




daf" daf-^dy —Itang/tw-f-i) ^ / 

tang/ie— nr^ -.^^ — — ^ — 2 L — tang ( «w - 

^ d^V rf"P — I— tang«w °\ 


-i)' 


^x"- ' f(r r/x" 


• 


d»où 




(l5) e w — 7 — 




^ ' in 





De là résulte que si Von construit, comme au n° 14, les tangentes 
aux courbes P et Q, et que si Von désigrèe respectivement les angles 
consécutifs formes par ces tangentes^ par les nombres 

les bissectrices des angles de rang pair seront les tangentes à la 
courbe P -J- Q. Les bissectrices des angles de rang impair seront lesi 
tangentes à la c&urbç P — Q. 

DÉHOtVSTRATION D^UN THÉORÈME DE M. CAUCHT. 

.19. Traçons autour d'un point-racine N, de l'ordre /z, un cercle 
assez petit pour que dans son intérieur les courbes P, 0» P — Q, 
P -4-0 86 confondent sensiblement avec leurs 'tangentes, et, par 
suite, ne puissent s'y couper mutuellement ailleurs qu'au point N. 
Un point mobile M qui parcourra la circonférence dans le sens di- 
rect de rotation, c'est-à-dire en allant des x positifs aux y positifs, 
devra rencontrer 2/z fois chacune des quatre courbes et toujours 
dans Tordre suivant : 

...P--Q, P,V-hO, Q, P-O, P,.... 

Concevons qu'à chaque position du point mobile on substitue ses 

P P 

coordonnées dans le rapport t?« De la courbe P—Q, où j^ estposi- 

p 

tif (47), le point M passe sur la courbe P où tt s'annule, et de là immé- 
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P 

diatement sur la courbe PH- Q, où t: est négatif. Donc chaque fois 

p 

que le point M traverôe la courbe P, le rapport j-. passe du positif 

au négatif. Ce rapport passe au contraire du négatif au positif cha- 
que fois. que le point M traverse la courbe Q. 
Donc lorsque le point mobile sera revenu à ^ position initiale 

après avoir rencontré a// fois la courbe P et 2/1 fois la courbe Q» le 

p 
rapport -tz aura passé 2/2 fois du positif au négatif en s'évanouissant, 

et 2/z fois du négatif au positif en devenant infini. 

Si au lieu d'un cercle ou d'un contour convexe on trace une courbe 
fermée très-petite, qui présente des sinuosités, le point mobile 
pourra traverser plusieurs fois chaque portion de la courbe P, mais 
il devra la traverser une fois de plus dans le sens direct que dans 

le sens rétrograde, puisqu'il doit revenir à sa position initiale. Donc , 

p 

pour chaque portion de la courbe P, le rapport -r passera une fois 

de plus du positif au négatif que du négatif au positif, et quand le 
point mobile sera revenu au point de départ, ce rapport aura passé 
en s'évanouissant % n fois de plus du positif au négatif que du né- 
gatif au positif. Au contraire, ce rapport aura passé en devenant 
infini 2 n fois de plus du négatif au positif que du positif au négatif. 

Ainsi se trouve démontré, pour un cas particulier, un théorème 
remarquable dû à M. Cauchy, et dont voici l'énoncé : 

Le nombre des points-racines situés dans ^ intérieur d^un contour 

fermé, en supposant qiûil ne s\'n trouve aucun sur ce contour même , 

est é^al à la demi-différence entre le nombre des variations ( * ) 

p 
descendantes et celui des variations ascendantes du rapport ^ î pour 

toute détendue du contour supposé parcouru dans le sens direct 'de 

rotation. 

20. Du cas particulier que nous venons d'examiner, on s'élève 

au cas général par les considérations suivantes, empruntées à un 

Mémoire de MM. Sturm et Liouville (Journal de Mathématiques, 

tome I, page 278 ) : 

<c Soit A l'excès du nombre de variations descendantes sur le nom- 

p 
bre des variations ascendantes du rapport tt pour un contour qui 



(*) J'appelle variation ascendante le changement dé signe d'une quan- 
tité qui passe du négatif ^vl positif, en s^évanouissant. Une variation des- 
cendante est le contraire. 
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renferme p racines, Il faut démontrer que Ton au.— - ^. Or, 

D I®, Le théorème est évident pour un contour quelconque ABC , 
lorsque dans Tintérieur de ce contour et sur le contour même on n'a 
jamais P = o; alors en effet les deux nombres a et ^ sont tous l^s 

deux nuls, et par suite Téquation u = --A est satisfaite. 

» Elle est satisfaite encore lorsque dans l'intérieur du contour ABC , 
et sur ce contour même , on n a jamais Q = o ; le nombre p est alors 
encore égal à zéro , et je vais prouver que l'on a aus$i A = o. En 

P 

effet la fraction ^ 5 quand on aura fait un tour entier pour revwir 

g 

au point de départ A , devra se retrouver en ce point affectée du 
même signe que <l'abord elle possédait, quand le mouvement a com- 
mencé : dpnc cette fraction doit changer de signe un nombre pair 
(le fois , toujours* en s' évanouissant , puisque son numérateur seul 
peut devenir nul , et en passant alternativement au positif au né- 
gatif et du négatif au positif : donc enfin l'excès A du nombre de fois 
où elle va du 4- au •— sur le nombre de fois où elle va du — au -f- 
ens'évanouissant, est égal à zéro, ce qu'il fallait prouver. 

» a**. Quand le théorème de M. Cauchy a lieu pour deux contours 
ABCA , ACDA qui ont une pactie commtme AC , il a lieu également 

pour le contour total ABCDA formé par leur réunion. En effet, 

p 

l'excès A du nombre do fois où ^ s'évanoûissant passe du -f-au — 

sur le nombre de fois où cette fraction en s'évanoûissant passe du — 
au -h est le même , soit qii'on parcoure le contour total ABCDA , 
soit qu'on parcourre successivement les deux contours ABCA, ACDA, 
puisqu'à chaque passage du 4- au — ou du — au 4- , qui a lieu quand 
on .va sur le côté AC de C en A , répond un passage inverse du — 
au + ou du -h au —- , quand on va sur le même côté de A en C. Or 
on supposant que le nombre des racines soit égal à a' dans le con- 
tour ABCA , et à ii" dans le contour ACDA , on a A = lu' pour le 
premier de ces contours, et A = apt" pour le second, puisque le 
théorème de M. Cauchy est supposé applicable à Pun et à l'autre : 
d'après ce qu'on vient de voir, il résulte de là que , pour le contour 
total ABCDA, on a A — a ( ti.'-\- pt" ) ; donc le théorème de M. Cauchy 
est vrai pour le contour ABCDA qui renferme p.'^- ^i" racines. 

» Si l'on considère un nombre quelconque de contours juxta- 
posés, pour chacun desquels ce théorème ait lieu, il aura heu éga- 
lement pour le contour total formé par la réunion de ces dcux-là : 
est re <iu'on \ orra on réunissant ces contours successivement deux 
à doux , commo on peut le faire d'après ce qui vient d'être démontré. 
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» 3". Étant donné un contour quelconque ABC, on peut toujours 
le concevoir divisé : I. En contours convexes tracés 'autour de cha- 
que racine contenue dans l'intérieur de ABC , et assujettis aux con- 
ditions énoncées n"" 19 ; II. En contours semblables à ceux dont on 
a parlé (1°) , c'est-à-dire pour lesquels on n*a jamais à la fois P = q , 
Q = 0. Le théorème de M. Cauchy ayant lieu pour les diverses par- 
ties dans lesquelles on divise le contour ABC aura lieu popr ce con- 
tour même AJBC , dont la forme est arbitraire. 

» Ce théorème est donc entièrement démontré. 

)) Toutefois , nous excluons formellement le cas particulier où , 
pour quelque point de la courbe ABC , on aurait à la fois P = o , 
Q = o; ce cas particulier ne jouit d'aucune propriété régulière, et 
ne peut donner lieu à aucun théorème : car dès qu'on l'admet l'excès 
A peut varier avec la forme du contour sans que le nombre y. varie ; 
de sorte qu'il n'existe alors entre y et ^ aucune relation constante. » 

ASYMPTOTES DES COURBES P, Q, P — Q, P + Q, DANS LE CAS OU P 
ET Q SONT DES FONCTIONS ALGÉBRIQUES ET ENTIÈRES, -- THÉORÈME 
SUR LE NOMBRE DES RACINES d'uNE ÉQUATION ALGÉBRIQUE. 

21 . Soit une équation algébrique et entière de degré m , 

/(z)3=(A,j^,/I^)z'«-h(A, + B,v/=:T)z-->-h... 
4- (A^ + B^v/-0 = o; 

si nous posons 

z = jp-4~/v^ — I = r (cosw H- / — i sin w), 

A„+ B„ v/~ = p„ (cosa„-h /^ sinaj , 
nous aurons 

/(^jyCTT) = P + Qv/~=:pr"*[c6s(a + ww) 

-h-V — i sin (a + m w) ] 4- p, '^'"' cos [ «i + (w — i ) " 1 
4- v/--^sin [oc^ 4- (/w — i)w] + . . . , 

d'où 

P = pr^ cos (a -{- moi) + p, r^-* cos [a, -h (m — i ) w] 

4- P2 7^-^ cos [aj 4- (/Il -- 2) w] 4- . . . , 

Q = pr^ sin (a 4- w w) 4- p^ r^"* sin [a, 4- ( ^« —■ i ) «J 
4- p2 /^' sin [a, 4- {m — a)w]4- 

Les polynômes P et Q ainsi définis, nous allons chercher les 
asymptotes des courbes données par les équations P = o, Q -\ o, 

22. Les coeflicients angulaires des asymptotes d'une courbe al- 
gébrique de degré w, s'obtiennent en égalant à o la somme des? 
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termes de son équation du m^"** degré, après y avoir fait a: = rcos w, 
j^=rsin«. 

Or, les termes du /n^"* degré des polynômes P et Q proviennent 

évidemment de la substitution de x^yyf^ ^ la place de z dans 

le terme (A,H-B,/— i) z" de l'équation /(z) = o, Donc, si réser- 
vant M pour désigner Tangle .^u*une asymptote à la courbe P fait 
avec l'axe des jr, gsl appelle v Tangle analogue relatif à la courbe Q, 
on obtiendra «> et u en posaat 

d'où Ton tise 

ea = f-A' \ ) 

m m %m 

u= f-A* — =«»> • 

m m 2 nf 

23. Quand l'équation d'une courbe de degré m est telle, qu'on 
puisse faire disparaître les termes du {iw — i)^*^ degré en posant 
j: = j;'+Xj, j=y4-j,, on sait que toutes les asymptotes de 
<!ette courbe passent par le point (j:,, j,). 

Les courbes P et Q sont dans ce cas. 

En effet si dans l'équation /(z) = o on fait z'= z'H-x, -f-j, yf^y 
il sufQra, pour faire disparaître le termes en z"^', de poser 



I — ï A, + B, i/— I 



x^ 

m 



ou bien séparément, 

i A,A.-^B,B. I A,B,^A.B, 

'"''- m AÎ + BJ ' ^•■" m AJ-f-BJ 

• 

JLa transformée em z' n'ayant pas de termes du [m^if^ degré, 
les polynômes P,, Q,, analogues à P et à Q, que l'on en déduit en 

posant z'= ^'-4-^ V— *» n'auront pas non plus de termes de ce 
degré. 

Mais il est évident que P^ et Q, sont ce que deviennent P et Q 
quand on y fait j: = x'4-^,, y=^y* -^Tx- Aitiisi, les polynômes P 
et Q perdent leurs termes du degré m — \ par ce changement de 
variables, et, par suite, toutes les asymptotes des courbes P et Q 
passent par le point [x^^ y^. 

24. Des formules (i6) il résulte : i° que les deux courbes P et Q 
ont chacune m asymptotes distinctes; 2° que deux asymptotes 
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TT 

consécutives de l'une d'elles comprennent un angle égal à — > 

dont la bissectrice est une asymptote de l'autre courbe (*). 

La construction des asymptotes est donc la même que celle des 
tangentes en un point-racine de Tordre n. 

Les équations qui donnent tang w et tang i> n'ayant que des ra- 
cines inégales, les asymptotes ainsi obtenues sont bien réelles et 
s'approchent indéfiniment des courbes P et Q, tant du côté de l'in- 
fini positif que du côté de l'infini négatif. 

2b. Les courbes P — Q, P-f-Q ont aussi chacune m asymptotes 
qui passent par le point (Xj, jj. Leur position par rapport aux 
asymptotes des courbes P et Q est la môme que celles des tan- 
gentes au n*^ 18. n résulte de là que si du point (Xp /,) on décrit 
un cercle assez grand pour que, près de sa circonférence, les 
courbes se confondent sensiblement avec leurs asymptotes, un 
point mobile, parcourant ce cercle dans le sens direct de rotation, 
rencontrera a m fois chacune des quatre courbes et toujours dans 
l'ordre suivant : 

...,P~Q, P, P-4-Q, Q. P-Q,... 

Par conséquent, la différence entre les nombres des variations 

P 

descendantes et ascendantes du rapport j. sera égale pour ce con- 
tour kl m. Le nombre des points- racines qu'il renferme est donc 
égal à //î, et comme au delà les courbes ne peuvent pas se couper, 
on en conclut que toute équation algébrique et entière^ de degré 
m y à coefficients quelconques ^ admet m racines de la forme 

PROPRIÉTÉS D£S SURFACES DONNÉES PAR LES ÉQUATIONS 

Z = P, 2=Q. 

tp. Si dans l'intégrale définie (475) 

r V("WÔ = a7r/(o), 

où u tient la place de x-iry\/—i = rlcosô + v/— îsinô), on sup- 



( * ) Ces propriétés des asymptotes ont été remarquées par M. Gauss et 
publiées par lui, en 1799, dans une thèse intitulée : Bemoiu/ralio noi^a 
theoremaiis omnemfunctionem algebruKamrationalem inlegr^m uniusvaria'm 
bilis infaetores reaies primi vel secundi gradus resoWi potse, Helmstadli, 
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j>ose/(w) do la forme *(z/)-|-T(//) y/— i, *P(u) et ^(u) étant des 
fonctions réelles de //, on aura séparément : 

J/»2ir /•in 

' Pr/0=a7r<>(o), / QÉ?0 = 27rY(o), 
o *'o 

P et Q ayant toujours la même signification/ mais devant être con- 
sidérées comme des fonctions réelles de rsinô et de rcosB. 
Voici une conséquence remarquable de ces formules.: 
Soit V le volume d'un corps compris entre la surface z = P, le 
plan xjr, et un cylindre droit de rayon r et ayant pour axe Taxe 
<ies z. On aura : 

y= f j rV(irdO= j rdB j Pr/e = 27r4»(o) j rdr, 

<it enfin 

Ainsi le volume considéré est égal à celui d'un cylindre ordinaire, 
do même base et ayant pour hauteur 4> (o). 

En appelant U un volume analogue, dans lequel la surface z = (i 
remplacerait la surface z = P, on aurait de même 

Dans le cas où la fonction f[u) est réelle, ce volume est cons- 
tamment nul. 

AEMARQUES. 

27. Les courbes données par les équations P = o, Q = o, ne 
sont pas les seules qui puissent servir à représenter par leurs 
intersections les racines de l'équation /(z) = o. En effet, on ne 
change pas les. racines de cette éqilation en multipliant son premier 
membre par une constante réelle ou imaginaire. Or, le premier 
membre de l'équation 

se changera pour z — x -\-yyJ—'y en 

flP — ^Q4-(^P-+-ûQ)v/^7 
et les courbes données par les équations 

P, = «P — ÔQ = <J, Q, = ôP + ûQ=:o . 

se couperont aux points-racines de la proposée. 

Les courbes P, et Q, jouissent des mômes propriétés que les 
courbes P et Q, et si on ajoute à cette remarque^ qu^en chaque 
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P h 

point de la courbe P, le rapport jr est égal à - ? on aura deux 

théorèmes, qui pourront s'énoncer d'une manière abrégée comme' 
il suit; 

p 

Le rapport -^ a la même valeur à tous les sommets cVun poly- 
gone régulier infiniment petit de in côtés, dont le centre est un 
point-racine de F ordre n, 

P 
Le rapport 7^^ lo même valeur à tous les sommets d'un poly- 
gone régulier infiniment grand de im côtés dont le centre es>t te 
point de concours des asymptotes, — Le dernier théorème n'a lieu 
que dans le cas où P et Q sont des fonctions algébriques et en- 
tières de degré m, 

28. Tous les théorèmes démontrés dans cette Note ne s'appliquent 
qu'aux fonctions que M.Liouviiïe appelle bien déterminées y c'est-à- 
dire à celles qui ne prennent qu'une seule valeur pour chaque va- 
leur de la variable z = x-\-y^^i, et qui varient d'une manière 
continue quand le point (jc, y) se déplace suivant une courbe quel-: 
conque. 



NOTE V. 

EXERCICES SUR LA RECTIFICATION DES COURBES PLANES, 
• . Par M. E. Prouhet. 



Formule pour la rectification des arcs. — Approximation des arcs. — 
Transformation des arcs de courhe. — Gonrbcs rectifiables. ■ 



FORMULE POUR LA RECTIFICATION DES ARCS DE CQÛRBE PtANE. 

i . Soient AB une courbe plane, un point pris dans son plan, 
OP une perpendiculaire à la tangente menée à la courbe AB par un 
de ses points M : La normale à la courbe, lieu des points P, s'ob- 
tient enjoignant le point P au milieu de la droite OM. 

% Si Von désigne par p la perpendiculaire OP et par w V angle 
(pic cette droite fait avec un axe fixe, on aura 

(IM 
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Cela résulte de ce que PM est é^ale à la sous-normale de ta po- 
daire (c'est ainsi qu*on nomme le lieu des points P), quand on con- 
sidère /? et w comme des coordonnées polaires. 

3. Si du point on abaisse une perpendiculaire OQ sur là nor- 
male CM à la courbe ÀB^ C étant le centfr de courbure, on aura 

drsr 

car le point Q appartient à la podaire de la développée de la 
courbe AB. 

4. Si fàn désigne Parc ÂB par s^ et par en et ^ les arigles que les 
normales mix points k et^ font avec un axe fixe^ oh aura 

En effet, p étant le rayon de coarfoure, on a 

j= r p//»= \ (OP±CQ)^w= r [p-^J^^"^' 

5i Quartd le point est le point de concours des normale^ extrê- 
mes et plus généralement quand les extrémités de Varc AB sont 
également distantes des points correspondants de la podaire y on a 

pdta. 

Conséquence de (2) et de (4). 

6. La formule [\) ne change pas quarid oH change p en 

/? -f- fl cos w -h ^ sin w . 
Analytiquement cela résulte de ce que 

z = «costo4-^sinw 
est rintégralë générale de l'équation 

d^z 

géométriquement cette transformation revient à déplacer le point 
d'où l'on abaisse des perpendiculaires sur les tangentes à la courbe. 
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APPROXIMATION DES AReS DE COURTE. 

7. Soient AB un arc convexe, un point pris dans la concavité 
de cette courbe y tar P angle dès normales extrêmes, en désignant 
par p^, p,, p2- . . .p2„ les rayons de courbure qui font avec la nor- 

,. . * , » ^ '^^ 3cr 

maie au point A les angles o. — y — j — • • • j on au fa 
^ ^ lin ^n in 

n 

AB < « h±h±Lii±liji=y, 

n 

si d'ailleurs -7-Ç est négattf pour les valeurs de 6> e&fnprises entre 
o et tar. 



consi 



Ces deux inégalités résultent d« ce que / prZ&rpeut être 

dérée comme l'aire' d'une courbe convexe dont p et w seraient les 
coordonnées rectangulaires. 

8. Si est le point de concours des normales extrêmes, et p^j 
Po Pit^' ") Pta ^^'^ perpendiculaires abaissées sur les côtés d'un poly- 
gone equiangle circonscrit à la courbe AB, on aura 

AB = Umg ^P' -+-/^^+A - ^'P^ pour ^^^^ 

AB = limg ^^"^^»'"^^-" pour n^<x>, 

9. Soit CD une droite partagée au potnt E en deux segments, 
CE = «, CD = ^. Si Von partage en 1 A parties égales la demi- 
circonférence décrite sut CD comme diamètre et que fon désigne 
par p^^ /?,,.•• P-uit ^^ droites menées du point E aux divers points 
de division^ le périmètre de f ellipse ayant %a et ib pour axes sera 
compris entre deux^circonférenees ayant pour rayons la première 

n 
et la seconde 

P^-^Pi-^-'-^Pin-t . 

n 

Le théorème aurait encore lieu si le point E était pris sur le^ 
prolongement de CD et que Ton eût encore EC = a, ED = b, 

iO. La moyenne des distances (Tun point pris dans le plan (fun 
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ccnlt\ aux somnkels (F un ifolyornnr vêgulirr (Cunv injtnitc de rôuKs 
inscrits dnns le reniv, est égn/e tut pt'iiinctre (F mie ellipse ayant 
pour demi-axes la plus grande et la plus courte distance du point 
t'i la circonférence, divisé par ar. — Cas où le point est pris sur la 
circonférence 
Conséquence de (9). 

ii. Le pf'riinêtre {Pune ellipse amnt jx)ur axes ia et ib^ fi'^ày 
étant désigné par E, on a 

E>27r« 1 E<27r. I — ' 

„^ a-^b-\-\/2a*-h'ib^ r, ^ V^«'4- ^'4- iv/^-hi 2flr»^»+aP 
h^air» -^ 1 iKTiTT' 1 . 

4 2 



Conséquence de (9). 

12. Si AB et A'B' sont deux droites parallèles, et a, b, des points 
pris sur les droites A A', BB', de telle sorte que 

A/'/ _ B^ _ m 
¥7f~Wb~V 

on aura 

, /îABdz 7/1 A'B' 

af) = • 

On prendra le signe H- si les droites AB, A'B' sont dirigées dans le 
mùme sens, et le signe — dans le cas contrairQ. 

13. Si plusieurs jwfygones ABCD. . . , A'B'C'D'. . . , A'B'CD;'. . . , 
ont leurs côtés respectivement parallèles ^ si a est le centre de gravité 
des sommets liomologues A, A', A" ... ; b celui des sommets B, B', 
B". . ., et ainsi de suite ^ le polygone abcd, . . aura ses côtés paral- 
lèles à ceux des premiers polygones, et son périmètre sera égal à 
la moyenne arithmétique des périmètres des polygones proposés. 

Se démontrera d'abord pour deux polygones, puis pour trois, et 
ainsi de suite, au moyen du théorème 12. 

14. Soient C, C, C", . . . plusieurs courbes, A, A', A", . . . des points 
appartenant respectivement à ces courbes et tels, que les tangentes 
en ces pointe soient parallèles. Soit a le centre de gravité des points 
A, A', A", . . . considérés comme dos points matériels de poids 
égaux. Si les points A, A', . . . se meuvent sur leurs courbes respecti- 
ves en remplissant toujours les conditions précédentes , Parc d€ 
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tourbe décrit par le point a sera égala la moyenne arithmétique des 
arcs décrits par les points A, A',. . ., en prencmt avec le même signe 
les arcs décrits dans le même sens, 

45. Étant donné un arc AB, le transformer en un arc d^ espèce 
différente et de même longueur. 

Soient OA et OB les normales menées aux extrémités de l'arc AB. 
Soit A' B' ce que devient AB quand on fait tourner la figure autour 
de la bissectrice OC de l'angle AOB. En appliquant le théorème 14, 
on aura une courbe ab égale à la demi-somme des arcs AB et A'B*, 
et par conséquent égale à chacun de ces arcs. 

La courbe ab est symétrique par rapport à OC. En doublant les 
dimensions d'une dé ses moitiés, on aura une courbe a'c' égale 
à AB, mais dont les normales extrêmes feront un angle égal à la 
moitié de l'angle AOB. 

En opérant sur a'c' comme sur AB et répétant indéfiniment cette 
suite d'opérations, on transformera l'arc primitif en arcs égaux 
dont les normales extrêmes feront un angle de plus en plus petit 
et qui, par conséquent, différeront de moins en moins d'une ligne 
droite. 

'46. Dans la transforniation précédente, on a changé un arc AB 
en un autre arc de même ouverture ou d'une ouverture moitié moin- 
dre, c'est-à-dire dans lequel les normales extrêmes faisaient le même 
angle ou un angle moitié moindre. Soit xs l'ouverture d'un certain 
arc AB, posons /; = /( w ) : on a 



Jo 



On aurait encore 



Jo 

Soit /?,=/,(«) l'équation de la podaire d'une certaine, courbe dont 
l'arc serait reppésenté par la formulé précédente : on doit avoir 

La fonction /, est donc donnée par une équation différentielle li- 
néaire du second ordre, en général difficile à intégrer. 



COURBES RECTIFIABLES. 

47. Trouver une courbe connaissant sa podaire. 
Si /? = /( w ) est l'équation de la podaire, r le rayon vecteur de la 
II. 3i3 
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courbe cliorchée et Taiigle de oe rayon vecteur avec 1 axe fixe au- 
quel la podaire est rapportée^ il faudra éliminer &> entre les deux 
équations 

tang(0-o.) = i^, /•'=/,'+£. 

18. Sil'on prend f(b>) égal à Inriérit^ée d'une certaine fonction 
F(eA), l'élimination précédente donnera une équation 

qui représentera une courffc rectijiable. 

19. On obtiendra encore une courbe rectijrable si Von trouve une 
fonction M de x telle y que l'on puisse trouver en termes finis les 
'intégrales 

Il suffira de poser 

En prenant M de la forme M — aaf\ on aura une courbe algé- 
brique. Si M est une fraction algébrique rationnelle, la rectification 
de la courbe dépendra généralement des arcs de cercle et des loga- 
rithmes. 



NOTE VI. 

6DR LA RÊDUCTIOIH DES SOMMES AUX INTÉGRALES, 

Par M. E. Prodbct. 



Formule fondamentale. — Application de cette formule aux fonctions en- 
tières, — aux fonctions fractionnaires, — > aux fonctions transcendantes. 
— Théorèmes à démontrer. 



FORMULE FONDAMENTALE. 

\ . Soit /(.r) une fonction quelconque et n un nombre entier posi- , 
tif. Proposons-nous de trouver une fonction y (/?) telle, que l'on ait 

-hfix-^n — I a). 
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Posons 

Il en résultera 

(3) rf[n-\-i)^^(n)=f(x-^nh), 

(4) ^(n^i)-^^(h)=f'(x-^nà). 

La fonction y doit satisfaire à l'équation ( 3 ) pour des valeurs en- 
tières de n; mais il est clair que cette condition sera remplie à plus 
forte raison, si l'on obtient une fonction «p telle, que l'équation ( 3 ) 
soit satisfaite pour toutes les valeurs que Ton mettrait à la place de w. 
Alors l'équation (3) est identique. On pourra donc prendre les dé- 
rivées des deux membres par rapport à /i, et Ton aura 

et, en comparant avec l'équation ( 4 ), 

' Si maintenant nous changeons successivemwlt n en n-[-i , /i-^2, . . . , 
n H- / , nous aurons, en ajoutant les résultats^ 

<^'{n-\-^) - <f'{n) = h-i, (n-\- A) - h^(n), 
ou bien 

Le premier membre de cette égalité est indépendant de A ; donc il 
doit en être de mémo du second : mais ce dernier est une fonction 
de n -l-X', et il ne peut pas être indépendant de k sans Tètro de //. 
Donc régalité {7) sera satisfaite si Ton pose 

(8) ^'{n)-h-Hn) = c, 

r désignant une constante, c'est-à-dire un nombre indépendant de //. 
En désignant (^[n] par S/(x) et -^(n) par Sf'(x), on aura 

Cl en intégrant, 

(l) Sf[x\ = h Çsf(x)dn-hcn, 

formule qui fait dépendre la sommation de la fonction y'(j;) do la 
sommation de sa dérivée. On n'ajoute pas de nouvelle constante, 
parce que S/(a) doit être nulle pour n -^ o. 
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APPLICATION AUX PONCTIONS ENTIERES. 

2. Supposons que /(x) soit une fonction entière du degré m\ 
alors /'"(x) est une constante A, et Ton a to^t d'abord 

d'où Von tire successivement, en appliquant la formule (I), 

^ ^ ' 1.2.3 1.2 I 

•' ^ ' 1.2.3.4 1.2.3 1.2 I 



et enCn 



S/(ar)= 5 -, r-r-\-- h' — -, :4-... 

•^ ' 1 .2,3.. ./w(m +i) 1,1. ..m 1.2... (m — i) 



1.2 J 



B,, Bj»..,, B^ sont des constantes dont la valeur se déterminera 
successivement, à chaque intégration; en faisant /2 = i . 

3. On trouvera très-facilement par ce moyen les sommes des puis- 
sances des n premiers nombres. En désignant ces sommes par S., 
Sj, S„ etc., on aura, en général, 



on a d'abord 



ot en intégrant, 



So=w, 



n' 



S, = — + en. 



Pour déterminer r, on fera /z = i, ce qui réduit le premier membre 
à I : on aura donc i — --\- à. d'où c - - et 

2 2 

' 2 2 
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f)n aura de la même manière 

et ainsi de suite. 

On voit que la formule (II) présente un grand avantage sur la for^ 
mule du n° 7 i3 qui fait dépendre chaque somme do toutes les sommes 
(l'un indice moindre. En partant de la valeur de S,, donnée au nu- 
méro cité, on trouvera facilement 

• 

n^ 11" 5/?* //' 

b — 1 1 î 

* 9 2 12 12 

rî' n^ n' rv' n 
'' 7 2 2 6 4^ 



'82 12 24 12 

^ 2 .3 1 5 9 3o 

10 2 4 10 2 20 

"112 6 2 66 

^ _ n^^ n^^ 11/2*® 11/2" Il n^ 11/2* 5 /r 



APPLICATION AUX FONCTIONS FRACTIONNAIRES. 

4. Posons 

/(.r) = --7--I-— , doù f(x)= ^•'' + ' 



a:(a: +-i)' •' ^ ' a'^(x + i)' 

On a trouvé ( 741 ) 

1.2 2.3 // ( /2 + I ) // -h I 

On aura donc 
Do là résulte 

Pour déterminer la constante, faisons c ^ i : le premier membre se 
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réduit à 7 et S/'(.t) à — 7; lioiu* c - i, et, |»ar suiU\ 
4 4 

I 3 5 'in -\- i 



{//4-I)' i^'ir iW //=(//-hiV 

ou bien 

, 3 ^ 5 , a 71 H- 1 1 

i*.a- a-.i- //=*(« -H i)^ (//-l-i)-. 

APPLICATION Al'X. FONCTIONS TRANSCENDANTES. 

r>. Soit 

r -. S/(x) :^ I 4- ^' 4- ^'^4- f^ -h. . .-h C* ', 
la formule (I) donnera, on remarquant qno/'(a:) = «* .- j , 

équation dont l'intégrale est 

y =: c't^— c. 

Los constantes se déterminent on faisant /i = (», // -i, co qui donne 

= c* — c, 

1 = c'e ~ c; 

d'où l'on tiro c = c' = > et, par conséquent, 

£r — I 

formule connue. 

6. Comme dernière application , nous allons faire voir comment 
on peut, par le moyen de la formule ( 1 ) , ramener à une question 
de calcul intégral ordinaire la sommation d'une classe très-étenduo 
do fonctions transcendantes. 

i". Soient 

u* étant la dérivée de u, l,a formule (I) donne immédiatement 

(Iy 
-^=:/7r-4-r,4-^, 

équation différentielle du premier ordre (pii ramène S//f"-'àS//'6'''*. 
Si donc u est une fonction algébiupie et entière de or, alors 7" dé- 



NOTE VI. 359 

pendra, en dernière analyse, d'une équation de la forme 

dz ^ 

qui s'intègre immédiatement. 

2". Soient 

^- = S tt sin hx^ s = S w cos hx, 

y^ =Su' sin bx, 2, = S u' cos bx : 
on aura, en différentiant deux fois de suito, 

Cette seconde équation , linéaire et du second ordre , ramène donc 
S//sin^jc à Su'sinbx et à Su'co&bx. On pourra donc trouver 
S II sin bx, par une suite de semblables réductions, quand // sera une 
fonction de .r algébrique et entière. 
3°. Soient 

j = S ue"' sin bx, z = S ne°* cos bx, 

/j = S w' e"' sin bx, z^ = S w' e"' cos ^a?, 
on aura 

£r=/.+ ^(«i + ^/+w^ + ^i) + «£; 

l'élimination de s entre ces deux équations donnera une équation du 
second ordre et fera dépendre y de f^ et de z^, Il sera donc possible 
d'obtenir les intégrales demandées quand u sera une fonction algé- 
brique et entière. 

Si maintenant on se rappelle que les puissances de sin bx et do 
cosbx peuvent s'exprimer on sommes de sinus ou de cosinus des 
multiples de bx, on conclura des trois cas que nous venons d'exa- 
miner, la possibilité d'obtenir 

Sf(x, s,inbx, co&bxj c"*), 

lorsque la fonction / sera algébrique et entière. 

THÉORÈMES A DEMONTRER. 

7. iSï m est un nombre impair ^ on aura 
o désignant une fonction entière. 
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8. *S>' /// est un rumibtv p((u\ on aura 

^m^ 'M " -^- ( ^" 4- 1) <!' [/2 {// 4- I )J, 
«p désignant une fonction entière. '"* 

9. Soient s^ la somme des nt*"*** puissances des nombres entiers 
premiers à F entier n et inférieurs à ce nombre ; c la constante, qui 
entre dans la formule ( II) ; P ( i ) P expression 

rt, by. , . y l étant les facteurs premiers de n ; on aura 
•^•«='" / s^,du->rcV[n^i)xn. 

On conclut de là que pour obtenir s^, il suffirait de multiplier les 
termes du développement de S,„, ordonné par rapport aux puissances 
décroissantes de «, respectivement par P (— i), P (o), P (i). . . . On 
aurait ainsi, on observant que P(o) = o, 

.V,= /lP(-l), 

•S=3-P(-i) + gP('), 

et ainsi de suite. ( roir pour cette dernière question un article de 
M. Thacker dans le Journal de CrellCy tome XL, ou les Nouvelles 
Jnnales de Mathématiques ^ tome X, page 324» ) 
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